Lineare Algebra und Analytische Geometrie I - Winter 2017/18 31.01.2018
Erste Klausur, Variante

Name (deutlich lesbar!) Matrikelnummer

e Es sind keine anderen Hilfsmittel als ein Stift zugelassen, insbesondere keine Unterlagen und keine elektro-
nischen Geréte. Bitte schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus.

e Die Antworten zu Aufgabe 1 sind auf dem Aufgabenblatt einzutragen. Notieren Sie die Antworten fiir die
weiteren Aufgaben auf dem zur Verfligung gestellten weissen Papier. Beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein
neues Blatt und legen Sie bei der Abgabe die Blétter in der Reihenfolge der Aufgaben zusammen, mit dem
Aufgabenblatt als Deckblatt. Die abgegebenen Blatter werden oben links zusammengetackert. Halten Sie
deshalb beim Schreiben geniigend Abstand zu dieser Ecke.

e Die Bearbeitungszeit betridgt 90 Minuten. Sie kénnen die Teilnahme an der Klausur jederzeit ohne Abgabe
einer Losung beenden. Ein solcher Abbruch wird nicht als Fehlversuch gewertet.

Aufgabe 1.  Wahr oder falsch?

wahr falsch
Fiir die Funktion f: [0,1] — R, f(x) = 2% ist f(5) nicht definiert X O
Die Multiplikation von Dreiecksmatrizen ist kommutativ
Eine Funktion f: {1,2,3,4} — {5,6,7} kann nicht surjektiv sein
Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéingig
Fiir alle A € K"*™ gilt det(A) =0 <= ker A # {0}
Sind By, By zwei Basen von V, so gilt By = By oder B1 N By = ()

Die Zeilen einer 5 x 3-Matrix sind immer linear unabhéngig
Ist e; der i-te Einheitsvektor, so ist Ae; die i-te Zeile von A
Fiir jeden Vektorraum V gilt VNV =V und V+V =V

Die Abbildung h: U x W — U @ W, h(u,w) = u ® w ist surjektiv
Die Abbildung H: C([0,1],R) — C([0,1],R), H(f)(x) = f(2?) ist linear

Die Funktionen sin und cos sind als Elemente von C([0, 1], R) linear unabhéngig
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Aufgabe 2.  Seien A und B Mengen und g: A — B eine bijektive Abbildung. Weiter sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf A. Fiir by, by € B sei definiert by ~ by <= g~ 1(b1) ~ g~ !(b2). Zeigen Sie:

a) ~ ist eine Aquivalenzrelation.

b) Die Funktion G: A/~ — B/~, G([a]~) := [g(a)]~ ist wohldefiniert.

¢) Die Funktion G aus Teil b) ist injektiv.

Lésung.

a) Reflexivitit: b ~ b < ¢~ 1(b) = g~ 1(b) folgt direkt aus der Reflexivitit von ~. Symmetrie:
by ~ by = g 1(b1) = g (ba) = g 1 (b2) = g 1(b1) = by ~ by. Dabei wurde die Symmetrie von
~ verwendet. Transitivitiit: by ~ by, b ~ bz = g~ 1(b1) = g (ba), g7 1 (b2) ~ g~ L(b3) = g~ (b1) =
g 1(b3) = by ~ bs. Dabei wurde die Transitivitit von ~ verwendet.

b) Seien aj,as so, dass a; = as. Zu zeigen: Dann gilt g(a;) ~ g(az). Nach Definition von ~ gilt
g(a1) ~ glas) <= g (g(a1)) ~ g *(g(az)) <= a1 =~ ag, wie gewiinscht.

c) Seien aj,as € A so, dass G([a1]x) = G([az]~). Dann gilt [g(a1)]~ = [g(a2)]~, also g(a1) ~ g(as),
also g7 1(g(a1)) =~ g7 1(g(az)), also a; ~ ag, also [a1]~ = [az]~. Daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 3.
1 -2 1 2 -1
L . -2 3 -1 -1 0 4
a) Berechnen Sie eine Basis des Unterraums ( 4] 2o )N ol 2 [ )y CQ*.
2 -1 -1 -1 -1
b) Geben Sie die Koordinatendarstellungen der Basisvektoren, die Sie in a) berechnet haben, beziiglich
1 0 -1 0
. ]01 0 -1 4
der geordneten Basis 00 1 g | von Q* an.
0 0 O 1

¢) Eine Matrix A € K®*™ habe den Rang k. Geben Sie die Dimensionen der Rdume ker A, im A,
coker A, coim A an.

d) Seien A € K"*™ und B € K™*". Zeigen Sie: im B Cker A < AB =0.

Lésung.

a)
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Auffiillen mit einer —1-Zeile liefert den Kern (| —1 |). Daraus folgt: Der Schnitt der beiden Vek-
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torrdume ist (
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Daraus folgt: Die gesuchte Koordinatendarstellung ist ;
1

dimker A =m — k, dimim A = dim coim A = k, dim coker A = n — k.
,= zu zeigen: fiir alle x € K" gilt ABx = 0. Sei « € K™. Dann gilt Bx € im B C ker A, also
A(Bz) = 0, wie gefordert.

,<=“ Sei x € im B, etwa & = By fiir ein y € K". Dann gilt Ax = ABy = 0, also « € ker A, wie
behauptet.

Aufgabe 4. Sei h: V — W ein Homomorphismus. Zeigen Sie:

a)

Wenn vy, ...,v, €V linear abhingig sind, dann sind auch A(vy),...,h(v,) € W linear abhéngig.

b) Wenn fiir jede Wahl vy,...,v, € V von linear unabhéngigen Vektoren auch die zugehorigen Vek-
toren h(v1),...,h(v,) € W linear unabhéingig sind, dann ist h injektiv.
¢) Wenn h injektiv ist, dann sind fiir jede Wahl v1,...,v, € V von linear unabhéngigen Vektoren
auch die Vektoren h(v1),...,h(v,) € W linear unabhingig.
Lésung.

a)

b)

Sind vy, ...,v, € V linear abhéngig, so gibt es a1, ...,a, € K, von denen nicht alle Null sind, so
dass a1v1 + - - + @,v, = 0. Dann gilt 0 = h(ayvy + - + apv,) = ath(vi) + -+ + @, h(vy,), und
daraus folgt die Behauptung.

Es geniigt zu zeigen, dass ker h C {0} gilt. Sei also v € ker h. Dann ist h(v) = 0, also h(v) als
einzelner Vektor linear abhingig. Nach Voraussetzung ist dann auch v als einzelner Vektor linear
abhéngig. Dann muss v = 0 sein.

Seien vy, . ..,v, € V linear unabhingig und seien ay, . .., a, € Kso, dass ayh(vi)+---+a,h(v,) =
0. Dann gilt h(ajvy + -+ -+ a,vy,) = 0. Da h nach Voraussetzung injektiv ist, gilt ker h = {0}, also
ayvy + -+ - + apv, = 0. Mit der linearen Unabhéngigkeit von vq,...,v, folgt a3 = - = a, = 0.



