Lineare Algebra und Analytische Geometrie II - Sommer 2018 02.07.2018
Erste Klausur

Name (deutlich lesbar!) Matrikelnummer

e Es sind keine anderen Hilfsmittel als ein Stift zugelassen, insbesondere keine Unterlagen und keine elektro-
nischen Geréte. Bitte schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus.

e Die Antworten zu Aufgabe 1 sind auf dem Aufgabenblatt einzutragen. Notieren Sie die Antworten fiir
die weiteren Aufgaben auf dem zur Verfiigung gestellten leeren Papier. Beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein
neues Blatt und legen Sie bei der Abgabe die Bléitter in der Reihenfolge der Aufgaben zusammen, mit dem
Aufgabenblatt als Deckblatt. Die abgegebenen Bldtter werden oben links zusammengetackert. Halten Sie
deshalb beim Schreiben geniigend Abstand zu dieser Ecke.

e Die Bearbeitungszeit betréagt 90 Minuten. Sie kénnen die Teilnahme an der Klausur jederzeit ohne Abgabe
einer Losung beenden. Ein solcher Abbruch wird nicht als Fehlversuch gewertet.

Aufgabe 1.  Wahr oder falsch?

wahr falsch
Jedes A € R ist Eigenwert der Abbildung D: C*°(R,R) - C*(R,R), D(f) = f' K O
Zu jedem Skalarprodukt auf R[X] gibt es eine passende ONB
Durch p ~ ¢ <= gcd(p, q) = 1 wird auf K[X] eine Aquivalenzrelation erklért
C ist algebraisch abgeschlossen

Wenn sowohl A als auch B von p annihiliert werden, dann auch A + B
h:V — V hat k verschiedene Eigenwerte = dim(V) < k

Die Summe zweier A-invarianter Unterrdume ist A-invariant

Ist p das charakteristische Polynom von A € K"*" so gilt deg(p) =n
Fiir jedes Skalarprodukt (-|-) ist ||z|| := \/(z|z) eine Norm

Fiir alle A € R"*" gilt: AAT ist diagonalisierbar

Jeder torsionsfreie Modul ist frei.
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Der Strassen-Algorithmus ist nur von theoretischem Interesse.



Aufgabe 2.

4 0 -4 O

C -1 3 7 =3 A4

a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A = 1 0 -1 o0 € Q==
1 0 -1 0

b) Konstruieren Sie eine Matrix M € Q**2 mit Minimalpolynom (X — 1)? und dem Eigenraum

B <<1)>.

¢) Sei V ein K-Vektorraum, U C V ein Unterraum, und M die Menge aller linearen Abbildungen
h: V — V, die einen Eigenraum haben, der U enthilt. Zeigen Sie: M ist ein Unterraum von
Hom(V, V).
Lésung.

a) Charakteristisches Polynom:

4:1X 3—0X _74 —03 i-x 0
=3-X)l 1 -1-X 0
1 0 —-1-X 0 ) 0 1y
1 0 -1 -X
4-X -4
- 3_X)(_X)' 1 —1—X‘

X -3)X((4-X)(—-1—X)+4)
X —3)X(—4—4X + X + X? +4)
X -3)X(X? -3X) = (X —3)?°X2

Die Eigenwerte sind also 0 und 3 (jeweils doppelt).

b) Die Jordannormalform muss J = <(1) i) lauten. Wir kénnen eine Jordanbasis B wéhlen, indem
11

1 0). Fiir die gesuchte

wir den Eigenraum zu einer Basis von Q? ergéinzen. Zum Beispiel B = <

0
1

=)0 )6 ) -6 )

1 0 0 1 1 -1 1 0 )/)°

¢) Die Nullabbildung hat V' als Eigenraum zum Eigenwert 0, gehort also zu M. Seien nun hy, he € M
und a1,as € K. Zu zeigen: aijhy + ashe € M. Wegen hy,hy € M gibt es A1, A2 € K, so dass
der Eigenraum F; von h; zum Eigenwert A; den Raum U enthélt (i = 1,2). Wir zeigen, dass
jedes u € U ein Eigenvektor von ajhi + ashs zum Eigenwert ayA\; + ag)o ist. In der Tat gilt
(a1h1 + aghe)(u) = arhi(u) + asha(u) = a1 iu + agdou = (A + agXo)u fiir jedes u € U.
Daraus folgt die Behauptung.

Matrix A gilt dann B~'AB = J, d.h. A= BJB~!. Wegen B! = ( _11> ergibt sich

Aufgabe 3.
2 -2 -4 1 8§ —4 1
a) SelenA=|-1 3 4 |eR*>3und B= 9 1 4 8 | € R®*3. Zeigen Sie, dass z +— Az
1 -2 -3 4 7 -4

eine Projektion und x — Bz eine Isometrie ist.

b) Seien V ein R-Vektorraum, v € V \ {0} fix, und (:|-)1,{:|)2: V x V — V zwei Skalarprodukte
auf V. Zeigen oder widerlegen Sie: Dann wird auch durch (z|y) := (x|v)1{v|y)2 ein Skalarprodukt
auf V erklért.

c) Zeigen oder widerlegen Sie: Zu jeder Projektion h: R™ — R”™ gibt es ein Skalarprodukt auf R™,
beziiglich dem h eine Orthogonalprojektion ist.



Lésung.

a) Durch Nachrechnen iiberpriift man A% = A und B' B = I3.

b) Falsch. Linearitét ist zwar immer erfiillt, Positivdefinitheit und Symmetrie aber nicht unbedingt.
Zum Beispiel V' = R? mit (-|-); und (-|-)2 beide das Standardskalarprodukt und v = (1,0). Dann
gilt ((9)1(9)) = 0, obwohl ({) nicht der Nullvektor ist.

¢) Fir jede Projektion h: R™® — R™ gilt R™ = ker h @ im h. Es gibt also eine geordnete Basis B =
(b1,...,b,) von R™ die nur Elemente aus ker h oder im h enthélt. Es geniigt ein Skalarprodukt zu
konstruieren, fiir dass ker AL imh gilt. Dazu kann man (b;|b;) = d; ; fiir alle ¢,j definieren. Das
liefert ein Skalarprodukt, und es gilt ker hL im h, wie gefordert.

Aufgabe 4. Sei M ein Z-Modul.

a) Zeigen Sie: Wenn M ein Torsionsmodul ist, gilt M ®z Q = {0}.

b) Zeigen Sie: Wenn M endlich erzeugt ist, gibt es ein n € Z und einen Untermodul N C Z™ mit
M =2 7Z™/N. (Hinweis: Homomorphiesatz.)

1 2 0 -2
. 3 3 3 -3 4 . .
¢) Seinun M = ( ol Zall o || 4 ) C Z*. Bestimmen Sie k,e1,...,e, € N so dass
-2 -1 ) 1

ZAIM 2 ZF X Loy X -+ X Ze,, .

Losung.
a) Seim® % € M ®z Q beliebig. Da M ein Torsionsmodul ist, gibt es ein r € Z \ {0} mit rm = 0.
Daraus folgt m® £ =m® L =r(me L) = (rm) @ & =0® L = 0. Da jedes Element aus
M ®7 Q eine Z-Linearkombination von Elementen der Form m ® % ist, folgt die Behauptung.

b) Sei {b1,...,b,} ein Erzeugendensystem von M. Betrachte den Homomorphismus h: Z" — M mit
h(e;) =b; (i =1,...,n). Nach dem Homomorphiesatz gilt Z"/ker h = im h = M, wir koénnen also
N = ker h wéhlen.

¢)  Wir berechnen zunéchst eine Smith-Normalform:
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Daraus folgt Z*/M = 72 x Zs.



