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Teil 1

Algebraische Strukturen



1 Mengen

Die Aufgabe der Mathematik ist es, ,,Zusammenhinge“ zwischen , Eigenschaften“ von (abstrakten)
,Objekten“ zu erkennen und zu beschreiben. Objekte sind z.B. Zahlen, Funktionen, Punkte usw.
Eigenschaften sind z.B. gerade/ungerade, prim, negativ, stetig, usw. Ein Zusammenhang ist z.B.
x>yAy>z= x>z (wenn x grofer ist als y und y seinerseits grofer als z, dann folgt daraus, dass
x auch grofer als z ist).

Objekte werden zu ,Mengen“ (engl. set) zusammengefasst. (,,Sei A die Menge aller Objekte mit der
Eigenschaft ... “.) Man schreibt « € A, falls « ein Objekt ist, das die Eigenschaft hat und = ¢ A, falls
nicht. Im Fall z € A sagt man, x ist ein Element der Menge A.

Mengen sind selbst auch abstrakte Objekte, kénnen also in anderen Mengen enthalten sein. Zum
Beispiel gilt 1 € {1} und {1} € {{1}}, jedoch 1 & {{1}} und {1} ¢ {1}.
Bei der Definition von Mengen muss man aufpassen, dass man sich nicht in Widerspriiche verwickelt.

Beispiel. Sei A die Menge aller Mengen M mit der Eigenschaft M ¢ M. Fiir die Menge A
gilt dann

AcA <= A¢A
Also: A ist genau dann selbst in A enthalten, wenn A nicht in A enthalten ist.
Das kann nicht sein. Haben wir hier etwas verbotenes getan? Fiir Juristen gilt der Grundsatz Was
nicht explizit verboten ist, ist erlaubt. In der Mathematik gilt dagegen: Was nicht explizit erlaubt ist,

ist verboten! Wir miissen also, wenn wir mit Mengen hantieren wollen, vorher festlegen, welche Gesetze
fiir die Theorie der Mengen gelten sollen. Die folgenden haben sich als zweckméBig erwiesen:

Axiom.

1. Sind ay, ..., a, endlich viele Objekte, dann existiert eine Menge A mit der Eigenschaft
T€EA <= r=a1Vr=ayV---VI=a,.

Notation: {a1,...,a,} := A. Im Fall n = 0 schreibt man () := {} und nennt diese Menge
die leere Menge.

2. Die Menge N :={0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen existiert.

3. Sei A # () eine Menge, und fiir jedes A € A sei Ay eine Menge. Dann existieren Mengen
Usea Ax und gy Ay mit

re| AN = TreA:zei,,
AeA

= ﬂAA e VYAcA:z€ A,
AeA

Die Menge Jycp Ax heifit die Vereinigung (engl. union) der Mengen Ay (A € A), die
Menge (ycp Ax heiflt der Schnitt (engl. intersection) der Mengen Ay (A € A). Im Fall
A ={1,...,n} schreibt man statt (J,c, Ax und ()ycp Ax auch (JI; A; oder A1 U Ay U
-~ UAy, bzw. (i, Aj oder AjN---N A,
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4. Seien A, B Mengen, f: A — B eine Funktion (siehe Abschnitt 3), und p: A — {T,F}.
Dann existiert eine Menge C' mit

yeC <= JzecA:plx)=TA f(zx)=y.

Notation: { f(z) :x € AAp(x)} ={f(z) |z € AAp(z)} = C;im Fall f = id auch
{zeA:px)}={xeA|px)}:=C.

A U Ay U Az U A, U As AN Ay N Az N Ay N As

Beispiel.
1. {1,1,2} = {1,2} = {2,1} = {1,2,2,2,2,1}
2. {1,3,4,5} U {3,5,7,8} = {1,3,4,5,7,8}
3. {1,3,4,5} N {3,5,7,8} = {3,5}
4. {mm O W N {m N e 0 A — {mH}
5. {2 ;2 € NAz prim} = {4,9,25,49,121,...}

6. { Geburtsdatum(S) : S ist Vorlesungsteilnehmer }

7. UneN{QUER:%HSJJS%H}Z{QJER:—1<$<1}
8. Muenfz €R: 2q <z < =5} = {0}

Durch ein Aziom wird eine Grundwahrheit festgelegt. Rein theoretisch handelt es sich dabei im
willkiirliche Festlegungen. Tatséchlich wahlt man als Axiome bevorzugt elementare Aussagen, die
man intuitiv als wahr erkennt, und die sich nicht ohne weiteres auf noch elementarere Aussagen
zuriickfiithren lassen. Im Gegensatz zu einem Axiom handelt es sich bei einem Satz (engl. theorem) um
eine Aussage, die sich beweisen lidsst. Eine Aussage zu beweisen bedeutet, sie mithilfe von logischen
Regeln aus Axiomen oder schon bewiesenen Sdtzen herzuleiten. Die Menge aller Sitze, die sich aus
einer gegebenen Menge von Axiomen herleiten lisst, nennt man eine Theorie. Neben Axiomen, Sitzen
und Beweisen gibt es noch das Konzept der Definition. In einer Definition wird fiir einen bestimmten
Sachverhalt eine bestimmte Bezeichnungsweise oder Notation festgelegt. Ahnlich wie bei einem Axiom
handelt es sich bei der Wahl der Bezeichnungsweise rein theoretisch um eine willkiirliche Festlegung.
Tatséchlich wihlt man bevorzugt Begriffe, die den fraglichen Sachverhalt treffend beschreiben und
moglichst leicht zu merken sind.



Definition 1. Seien A, B Mengen.

1. Die Mengen A, B heiflen (zueinander) gleich (engl. equal), geschrieben A = B, falls gilt

Vz:(reA < ze€B).

2. A heifit Teilmenge (engl. subset) von B, notiert A C B, fallsVx:2€ A=z € B.
3. A heifit Obermenge (engl. superset) von B, notiert A D B, fallsVx:2 € B =z € A.
4. A und B heien (zueinander) disjunkt (engl. disjoint), falls AN B = ().

5. A\B:={a€ A:a¢ B} heiit das Komplement von B in A.

ACB,BDA A\ B

Satz 1. Seien A, B, C Mengen, sei A # () eine Menge, und zu jedem X\ € A sei A eine Menge.
Dann gilt:

1. Wenn AC Bund BC C,dann A CC 7. ANBCACAUB

22A=B < ACBABCA 8. A=B < B=A
3. ANUyen Ay = Upea (AN Ay) 9. AnNB=BNA
4. AUMyer Ar = Mhea(AU Ay) 10. AUB=BUA
5. A\ Myen Ax = Upen (4 )\ 4y) 11. ACB « BDA

6. A\ Ujea Ax = Miea(A\ Ax)

Beweis.

1. Annahmen: AC Bund BC C
zu zeigen: A C C.

Sei x € A beliebig. Nach Annahme A C B folgt per Definition von ,C“, dass x € B.
Daraus folgt nach Annahme B C C per Definition von ,,C*“, dass z € C.

Da x ein beliebiges Objekt von A war, ist also gezeigt: V x : (z € A =z € C). Also gilt
A C C, was zu zeigen war.
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2. Aussagen der Form A <= B zeigt man, indem man zunichst A = B und dann
B = A zeigt.

»= Annahme: A =B
zu zeigen: AC BAB C A.

Aus Symmetriegriinden geniigt es, A C B zu zeigen. Das Argument fiir B C A geht
dann genauso.

Sei x € A beliebig. Nach Annahme A = B und per Definition von ,,=* gilt x € B. Da
x beliebig war, folgt x € B.

»<=“ Annahmen: A C B und B C A.
zu zeigen: A = B.
Nach Definition von ,,=* ist zu zeigen Vz : (v € A <= =z € B).
Sei x ein beliebiges Objekt. Aus der Annahme A C B folgt x € A = x € B und aus der
Annahme B C A folgt x € B = x € A. Beides zusammen gibt x € A <= z € B.
3. Wegen Punkt 2 kann man die Gleichheit zweier Mengen zeigen, indem man zeigt, dass
jede eine Teilmenge der anderen ist.
»C¢ Seix € ANUyep Ax beliebig. Wir zeigen x € (Jycp (AN Ay).

Dazu ist zu zeigen 3 X € A: x € AN Ay. Nach Annahme gilt © € A und x € (¢, An,
dh . INeA:xe A,

Wiéhle ein A € A mit x € A). Dann ist wegen x € A auch x € AN A). Es folgt
FAeA:x € AN Ay, und damit die Behauptung.

»2“ Seix € [Jyep (AN Ay) beliebig. Wir zeigen z € AN Jycp An.
Dazu ist zu zeigen x € A und = € [Jycp Ay, d.h. IXE A2 € Ay
Wiéhle A € A mit x € AN Ay. Dann gilt t € Aund x € Ay. Also A A € A:x € Ay, also
x € Uyep Ax, also 2 € AN Uyep An
4. ,C% Seix € AU(ycp A beliebig. Wir zeigen x € (e (AU Ay).

Dazu ist zu zeigen V A € A : x € AU Ay. Nach Annahme gilt x € A oder x € (¢, An,
dh VAcA,:xe A,

Fiir beliebiges A € A gilt also x € A oder z € Ay, also x € AU A). Da A € A beliebig
war, folgt VX e Az € AU Ay, und damit die Behauptung.

»2“ Seixz €[\ ea(AU Ay) beliebig. Wir zeigen x € AU [y Ax.

Dazu ist zu zeigen x € A oder x € (| oy Ax, d.h. 2 € Aoder VA € Az € Ay Wir
zeigen: Wenn x ¢ A ist, dann muss V A € A : x € Ay gelten.

Sei A € A beliebig. Dann gilt nach Voraussetzung x € AU A, und daraus folgt z € A
oder x € Ay). Nach Annahme gilt x € A, also x € A). Da A beliebig war, folgt also
VA€eA:xze Ay, und damit die Behauptung.

5.-11. Ubung. ]
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Anschauung zu Punkt 7

Was ist ein Beweis? Diese Frage umfassend zu beantworten wiirde an dieser Stelle etwas zu weit fithren.
Wir beschrinken und deshalb hier nur auf einige informale Hinweise und hoffen, dass es dem Leser
gelingt, anhand der vielen Beweise in diesem Skriptum mit der Zeit eine Intuition dafiir zu entwickeln,
was ein zuldssiger Beweis ist und was nicht.

Meistens sind die Aussagen, die man beweisen will, von der Form A = B (wenn A gilt, dann gilt
auch B). Ein Beweis fiir eine solche Aussage ist eine Kette von logischen Schliissen, die bei A beginnt
und bei B endet. Um eine solche Kette zu finden, kann man vorwérts vorgehen, indem man Aus-
sagen Cq,C5,C3,... findet mit A = C7; = Cy = (3 = ---, oder riickwérts, indem man Aussagen
D1,D5, D3, ... findet mit --- = D3 = Dy = D = B.

Die Aussagen, die im Beweis auftreten, teilen sich in zwei Klassen, die man deutlich voneinander tren-
nen muss: diejenigen, von denen man weiss/annimmt /voraussetzt, dass sie wahr sind, und diejenigen,
fiir die man zeigen will, dass sie wahr sind. Wenn man A = B zeigen will, dann kann man A als
wahr voraussetzen, die Wahrheit von B bleibt aber zu zeigen. Nach einem Vorwirtsschritt A = C}
kann man C; als zusitzliche Wahrheit verwenden; nach einen Riickwértsschritt Dy = B wird das
Beweisziel B durch das (hoffentlich einfachere) Beweisziel Dy ersetzt.

Abhéngig davon, ob eine Aussage von der Form V x : p(x) (,fiir alle = gilt p(x)“) oder 3 x : p(x) (,es
gibt ein x, fir das p(x) gilt*) ist, und ob es sich um eine als wahr bekannte oder eine zu zeigende
Aussage handelt, gibt es vier Standardsituationen, mit denen man folgendermafien umgehen kann:
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e Annahme: 3z :p(xz) ~» ,Sei x ein Objekt mit der Eigenschaft p(z).*
Da es Objekte mit der fraglichen Eigenschaft gibt, ist es legitim, ein solches zu betrachten.

e Annahme: V z:p(z) ~» ,Dann gilt auch p(17).“

Da die fragliche Eigenschaft fiir alle Objekte gilt, gilt sie insbesondere fiir 17. Dabei steht 17
hier beispielhaft fiir ein Objekt, das der Autor des Beweises beliebig wihlen kann.

e Zu zeigen: 3z : p(x) ~ ,Wir zeigen p(17).%
Wenn gezeigt werden kann, dass 17 die fragliche Eigenschaft hat, dann folgt daraus, dass es ein

Objekt mit dieser Eigenschaft gibt. Wie vorher steht 17 hier beispielhaft fiir ein Objekt, das der
Beweisautor beliebig wéhlen kann.

e Zu zeigen: V x : p(z) ~» ,Sei x ein beliebiges Objekt. Wir zeigen p(x).“
Wenn es gelingt, zu zeigen, dass ein Objekt, {iber das nichts angenommen ist, die fragliche
Eigenschaft hat, dann haben alle Objekte diese Eigenschaft. Anders als vorher bleibt hier die
Wahl des , beliebigen“ Objektes gewissermassen dem Leser iiberlassen. Der Autor des Beweises
muss die folgenden Schritte so gestalten, dass der Leser fiir « irgendein Objekt seiner Wahl
einsetzen kann und trotzdem immer ein korrektes Argument erhélt. Nur dann hat man wirklich
bewiesen, dass p(x) fiir alle Objekte x wahr ist.

Nur in einfachen Féllen wird man einen Beweis durch reines formal-logisches Umformen finden. In
komplizierteren Féllen sollte man stattdessen zunéchst versuchen, informal zu verstehen warum die
Behauptung stimmen muss. Dazu kann man sich folgende Fragen stellen: Was bedeuten die Begriffe,
die in der Aussage vorkommen? Lisst sich die Aussage graphisch veranschaulichen? Was sind typische
Beispiele? Was sind extreme Félle? Wie wiirde ein Gegenbeispiel aussehen? Wird die Aussage falsch,
wenn man eine Voraussetzung weglédsst oder abindert? Kann man die Aussage verschirfen (verallge-
meinern), ohne sie dadurch falsch zu machen? Kann man die Aussage so abschwiichen (spezialisieren),
dass sie sich leichter beweisen ldsst? Welche Satze gibt es iiber die Begriffe, die in der Aussage vor-
kommen? Wie gehen Beweise fiir &hnlichen Aussagen? Erst wenn man den wesentlichen Grund fiir die
Richtigkeit der Behauptung erkannt hat, sollte man diese Erkenntnis in Form eines liickenlosen und
nachvollziehbaren Beweises ausformulieren.

Axiom. Seien Ay,..., A, Mengen. Dann existiert auch die Menge C' mit
2€C <= Jxr1€A; - Ja, €Ap:z=(21,...,2p)
Dabei ist (z1,...,x,) das Tupel bestehend aus den Komponenten w1, ..., x,. Notation: A; x

Ao X -+ xX Ay :=C. Man nennt die Menge C' das kartesische Produkt der Mengen Ay, ..., A,.
Statt A x A x --- x A schreibt man auch A".

Streng genommen besagt das Axiom nur, dass Tupel existieren. Die Festlegung der Begriffe Tupel,
Komponente und kartesisches Produkt sind nicht wirklich Teil des Axioms, sondern dabei handelt es
sich um Definitionen, die wir nur aus Bequemlichkeit mit ins Axiom aufgenommen haben.

Beispiel.

1. (1,2) # (2,1) # (2,2,1).
2. A={zx,y,2z}, B=1{1,2,3,4}




3. {1,2} x {a,b} ={(1,a),(2,a),(1,b),(2,b)}

4. {a,b} x {1,2} ={(a, 1), (a,2),(b,1),(b,2)}
Satz 2. Seien A, B, C' Mengen.

1. (ANB)xC=(AxC)N(BxC)

2. (AUB)xC=(AxC)U(BxC()

Beweis.

1. ,C% Seix € (AN B) x C beliebig. Zu zeigen: x € (A x C)N (B x C).
Nach Definition von x gilt © = (z1, z2) fiir gewisse x1,x2 mit 1 € AN B und x9 € C.
Aus 1 € AN B folgt x1 € A und 1 € B. Demnach gilt (z1,22) € A x C und
(x1,m2) € B x C, also (x1,22) € (Ax C)N (B xC).
,2“ Seixz e (ANC) x (BNC) beliebig. Zu zeigen: z € (AN B) x C.
Nach Definition gilt re€AxC und =xz€BxC.
I X2

x = (x1,z2) mit x = (z1,r2) mit
.%'1614,1‘260 .7}163,33‘260

= r1€EANTLEB AN €’

U
r1 € ANB

= x = (z1,22) € (ANB) x C
2. Ubung. |

Axiom. Sei A eine Menge. Dann existiert eine Menge B mit Vx:z € B < x C A. Man
schreibt P(A) := B und nennt diese Menge die Potenzmenge (engl. power set) von A.

Wieder besagt das Axiom nur, dass die Potenzmenge immer existiert. Dass wir sie Potenzmenge nennen
und die Notation P(-) verwenden, ist eine Definition.

Beispiel. Fiir A = {1,2,3} ist P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, {1,2,3}}.

A
/TN
{1,2}{1,3}{2,3}
X X
{2 {3
\@/

Ein weiteres Axiom zur Mengenlehre kommt spéter in Abschnitt 14. Dariiber hinaus gibt es einige
weitere, die wir nicht brauchen werden, zum Beispiel eines, das besagt, dass jede Kette a € b, b € c,
c € d, d € e, ... nach endlich vielen Schritten abbrechen muss, d.h. die ,Schachtelungstiefe* bei
Mengen von Mengen von Mengen von. .. darf nicht unendlich werden.

14



2 Relationen

Definition 2. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge R C A x A heifit Relation auf A. Statt
(z,y) € R schreibt man zRy.

Beispiel.

1. < ={(x,y) € R x R: z ist kleiner oder gleich y} ist eine Relation. Die Menge R? kann
man sich als die Punkte einer Ebene vorstellen. Eine Teilmenge von R? kann man dann
dadurch darstellen, dass man die entsprechenden Punkte der Ebene markiert. In der
folgenden Abbildung sind alle Punkte (z,y) markiert, die zur Relation < gehoren.

Y

2. A die Menge aller Stéidte in Osterreich mit mehr als 100000 Einwohnern (2015).

R die Menge aller (z,y) € A x A fiir die gilt: es gibt eine direkte Zugverbindung von z
nach y.

In der Informatik nennt man so etwas einen Graphen. Ein Graph ist also ein Paar
G = (V,E), wobei V eine Menge und E eine Relation auf V' ist. Elemente von V' nennt
man Knoten (engl. verter) und Elemente von E Kanten (engl. edge).

Innsbruck

3. Ist A die Menge aller Teilnehmer der Vorlesungsklausur, und ist R die Menge aller
(z,y) € A x A, fir die gilt, dass = und y die gleiche Note bekommen, so ist R eine
Relation auf A.
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4. Teilbarkeit (engl. divisibility): A=7Z, R={(v,y) € Ax A:32€Z:z-z=y}. Statt
xRy schreibt man typischerweise z | y. Zum Beispiel gilt 3 | 15 und 4 1 15.

5. C ist eine Relation auf P(A): C={(U,V) € P(A) x P(A) : U C V}.

6. Ist M die Menge aller Menschen, so ist O := {(x,y) € M x M : z mag y} eine Relation
auf M. Zum Beispiel kénnte gelten Heinz © FErika.

Definition 3. Sei A eine Menge und R eine Relation auf A.
1. R heifit reflexiv, falls gilt V o € A : xRz und irreflexiv, falls gilt V x € A : =(zRx).
2. R heifit symmetrisch, falls gilt
Va,ye A: xRy = yRx
und antisymmetrisch, falls gilt

Vaz,ye A: (tRy NyRx) = x = y.

3. R heifit transitiv, falls gilt

Va,y,z€ A: (xRy NyRz) = zRz.

4. R heifit total, falls gilt
Va,ye A: xRy V yRx.

Beispiel. Die Relationen aus dem vorangegangenen Beispiel haben folgende Eigenschaften:

Bsp 1 2 3 4 5 6
reflexiv ja  nein  ja ja ja  unklar
irreflexiv nein ja nein nein nein  nein
symmetrisch nein  ja ja  nein nein  nein
antisymmetrisch | ja  nein nein ja ja nein
transitiv ja nein ja ja ja nein
total ja  nein nein nein nein  nein

Manche Tabelleneintréige miissen in besonderen Situationen anders lauten. Wenn es zum
Beispiel nur so wenige Klausurteilnehmer gibt, dass jede Note nur einmal vergeben wird,
dann ist diese Relation schon antisymmetrisch. Und wenn bei der Teilmengenrelation die
Grundmenge weniger als zwei Elemente hat, dann ist die Teilmengenrelation schon total.

Definition 4. Sei A eine Menge und R C A X A eine Relation auf A. Wenn R reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch ist, dann heifit R eine Halbordnung auf A. Ist R auflerdem
total, so heit R (Total-)Ordnung (engl. order(ing)) auf A.

16



Beispiel.

1. €, < und | sind Halbordnungen auf P(A),R,N. < ist sogar eine Totalordnung, aber |
und C sind es nicht.

2. Auf M =7 x Z wird eine Halbordnung < definiert durch
(a1,az2) < (b1,b2) <= a1 < by Naz < by,

wobei mit < auf der rechten Seite die iibliche Ordnung auf Z gemeint ist.

Es gilt dann zum Beispiel (3,5) < (7,8). Bei dieser Halbordnung handelt es sich nicht
um eine Totalordnung, weil zum Beispiel die Elemente (3, 7) und (5, 3) nicht miteinander
vergleichbar sind, d. h. es gilt weder (3,7) < (5,3) noch (5,3) < (3,7).

Definition 5. Sei A eine Menge und R C A x A eine Relation auf A. Wenn R reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist, dann heifit R eine Aquivalenzrelation.

Beispiel.

1. Fiir jede Menge A ist die Gleichheitsrelation = eine Aquivalenzrelation, denn fiir alle
Objekte z,y, z gilt z = = (Reflexivitit), z = y <= y = = (Symmetrie) und = =
y ANy =z =z =z (Transitivitét).

Im allgemeinen darf man sich eine Aquivalenzrelation vorstellen als eine abgeschwiichte
Variante der Gleichheitsrelation, bei der bestimmte irrelevante Eigenschaften ignoriert
werden.

2. Sei A = {O,m,m,, 10,00 0 A A A A}. Man kann sich fiir diese Menge verschiedene
Aquivalenzrelationen vorstellen. Hier sind ein paar Moglichkeiten:
e 1z ~y, falls z und y die gleiche Form haben — dann gilt z. B. O~ B und O £ O.
e x ~ g, falls x und y die gleiche Farbe haben — dann gilt z. B. 0~ O und O # m.
e x ~ y, falls x und y die gleiche Héhe haben — dann gilt z. B. O~ A und O % A.
e x ~ y, falls x und y sich hochstens in der Farbe unterscheiden — dann gilt z. B.

O~mund Ox e@.

3. Seim € Z\{0} und =,,:= { (z,y) € Z% : m | z—y }. Dann ist =,, eine Aquivalenzrelation
auf Z. Es gilt zum Beispiel:

053353653 953—353—6531553~'
1534537531053—253—553 1653
2535538531153—153—453 1753

4. Die Kantenmenge V des Graphen G = (E, V), der durch folgendes Diagramm gegeben
ist, ist eine Aquivalenzrelation auf E = {1,2,3,4,5}.
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5.

6.

020
W
(5)

Auf der Menge aller logischen Aussagen ist < eine Aquivalenzrelation.

Sei Q = {a,b,c,...,z,A,B,C,...,Z} das lateinische Alphabet und Q* die Menge aller
Zeichenketten (Worter), die man aus den Buchstaben in 2 bilden kann. Es gilt also z. B.
aBxuUkxZ € Q*.

Fiir zwei Worter w, xy € 2 sei definiert w ~ ¥, falls sich w und x nur durch Grof- und
Kleinschreibung voneinander unterscheiden, so dass z. B. aBc ~ Abc ~ aBC ¢ bCa gilt.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Ist A die Menge aller Schiiler einer Volksschule und
R={(z,y) € Ax A:z und y gehen in dieselbe Klasse},

dann ist R eine Aquivalenzrelation auf A. Klassenbildung ist symptomatisch fiir Aqui-
valenzrelationen.

Definition 6. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und ist « € A, so heiBt

[2]v i ={yeA:x~y}

die Aquivalenzklasse von x (beziiglich ~). Man schreibt A/~ := {[z]. : x € A} fiir die Menge
aller Aquivalenzklassen von Elementen von A.

Beispiel. Was sind bei den Aquivalenzrelationen aus dem vorherigen Beispiel die Aquiva-
lenzklassen?

1.

Beziiglich = ist die Aquivalenzklasse eines Elementes z € A genau die Menge {z}, die
nur dieses Element enthélt.

. Die genannten Aquivalenzrelationen auf A = {Om,5,0,00,0,0 @ A A A A} teilen A

in folgende Aquivalenzklassen auf:
e gleiche Form: {O,m,m,C, M}, {0,0,@ @}, {A A A A}
e gleiche Farbe: {0,00,0,A,A}, (MM, 0,@® A}, {m® A}
e gleiche Hohe: {O,m,8,0,A,4,A}, {I,M 0,0, A}
e gleich bis auf Farbe: {O,m.m}, {{,W}, {0,0}, {®,@}, {1 A A}, {A}

Wir haben



und so weiter.

4. Die beiden Zusammenhangskomponenten {1,2} und {3,4,5} sind die Aquivalenzklas-
sen.

5. Wenn es sich um Aussagen ohne freie Variablen handelt, also z.B. 3 < 5 oder auch
V x : 22 > 0, dann gibt genau zwei Aquivalenzklassen: die wahren Aussagen und die
falschen Aussagen. Wenn die Menge auch Aussagen mit freien Variablen enthilt, wie
z.B. z > 3, dann gibt es viele weitere Aquivalenzklassen.

6. Es gilt z. B. [aBc].. = {abc, abC, aBc, aBC, Abc, AbC, ABc, ABC}.

7. In diesem Fall sind die Aquivalenzklassen genau die Schulklassen.

Aquivalenzrelationen sind ein Werkzeug zur Begriffsbildung. Das gilt nicht nur fiir die Mathematik,
sondern lésst sich prinzipiell schon bei der Entwicklung der natiirlichen Sprache beobachten. Zum Bei-
spiel ist jede Frucht zunéchst ein Individuum, das sich zumindest ein klein wenig in Form und Farbe
von allen anderen Friichten unterscheidet. Allerdings weisen manche dieser Individuen untereinander
eine groBere Ahnlichkeit auf als andere. Man betrachtet diese grofere Ahnlichkeit als Aquivalenzrela-
tion und legt Bezeichnungen fiir die Elemente jeder Aquivalenzklasse fest: die Elemente einer Klasse
nennt man Apfel, die einer anderen nennt man Bananen, usw.

Satz 3. Es seien A eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf A, und z,y € A. Dann gilt:

2. x4y < [g]l-Nyl~ =10 o o /oo /o
3 A_UCGA/NC L] ..: L] L] :
Beweis.

1. ,=“ Annahme z ~ y, zu zeigen: [z]. = [y]~.
Aus Symmetriegriinden geniigt es, [z]~ C [y]~ zu zeigen.

Sei also z € [z]~. Dann gilt:

Def.
z € [x]~ = T~z
Sym.
_— zZ ~T
Ann. 4+ Trans.
— zn~y
Sym.
Def.
= z € [y]~.

,<=“ Annahme: [z]. = [y]~, zu zeigen: x ~ y.

Wegen Reflexivitiit gilt jedenfalls x € [z].. Wegen [z]. = [y]~ also auch y € [z]., und
damit nach Definition auch z ~ y.
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2. ,=“ Annahme: x £ y, zu zeigen: [z]. N [y]~ = 0.

Widerspruchsbeweis: wire [z]. N [y]~ # 0, so gébe es ein z € [z]. N [y]~. Fiir dieses
z gilt dann z ~ x und z ~ y, also wegen Symmetrie und Transitivitit auch x ~ y, im
Widerspruch zur Annahme x ¢ y.

»<=“ Annahme: [z] N [y]~ =0, zu zeigen: = % y.

Wiire 2 ~ y, dann wiire [z].. = [y]~ nach Teil 1, also [z]~N[y]~ = [z]~ # 0, da zumindest
x € [x]~ (wegen Reflexivitdt). Damit ist x ~ y ausgeschlossen und es bleibt nur = ¢ y.

3. ,&% Seiy€ A Zuzeigen: y € Uy _cas[z]~. Das folgt direkt aus y € [y]. € A/~.

»2% Seiy € Uy eajlz]~ Dann gibt es ein [z]. € A/~ mit y € [z].. Wegen [z]. C A
folgt y € A. [

Wir haben in Definition 3 verschiedene Eigenschaften eingefiihrt, die eine Relation haben kann oder
auch nicht. In den Definitionen 4 und 5 haben wir Relationen betrachtet, die mehrere dieser Eigen-
schaften zugleich erfiillen. Eine Ubersicht iiber weitere Arten von Relationen und ihre Beziehungen
zueinander gibt das folgende Diagramm. Ein Pfeil A 5 B zwischen zwei Relationsarten bedeutet, dass
jede Relation vom Typ A eine Relation vom Typ B mit der Eigenschaft e ist.

Relation

‘ transitiv

transitive
Relation

reﬂex% Weﬂexiv

Quasiordnung ’ Striktordnung ‘

symmetrisV wtisymmetrisch

Aquivalenzrelation Halbordnung

Ttotal

Totalordnung

3 Funktionen

Mit Relationen beschreibt man Beziehungen zwischen Elementen einer Menge A untereinander. Es
soll jetzt darum gehen, Beziehungen zwischen den Elementen zweier Mengen A, B zu beschreiben. Die
Mengen A, B konnen verschieden sein, miissen es aber nicht.

Die Idee ist, Elemente aus A Elementen aus B zuzuordnen:
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Fiir solche Zuordnungen kann man verschiedene Eigenschaften unterscheiden.

Definition 7. Seien A, B Mengen und R C A x B.
1. R heilt linkseindeutig, falls gilt:
V(z1,01), (@2,92) € Ry = y2 = 21 = 22
2. R heifit rechtseindeutig, falls gilt:
V(z1,91), (v2,92) E R: 21 =22 = y1 =2
3. R heifit linkstotal, falls gilt:

VeeAJyeB: (z,y) €R

4. R heiflt rechistotal, falls gilt:

VyeB3lzecA:(r,y) €R

Beispiel.

1. Linkseindeutig:

B B
//. | [ ]
erlaubt nicht erlaubt

2. Rechtseindeutig:

A A
.\\} [ ] /l
l .
-/ .
S erlaubt S nicht erlaubt
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3. Linkstotal:

A A
— PR
1 e
e |
1 L
il erlaubt il nicht erlaubt
4. Rechtstotal:
B B
e e
//. [ ]
/l. /.
erlaubt nicht erlaubt

Definition 8. Seien A, B Mengen, R C A x B.

1. Ist R rechtseindeutig, so heifit R eine partielle Funktion und statt (z,y) € R schreibt
man y = R(z).

2. Ist R auBerdem linkstotal, so heifit R Funktion oder Abbildung (engl. map) und statt
R C Ax B schreibt man R: A — B. Fiir die Menge aller Funktionen R: A — B schreibt
man B4,

3. Eine linkseindeutige Funktion heifit injektiv.
4. Eine rechtstotale Funktion heif3t surjektiv.

5. Eine Funktion, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist, heifit bijektiv.

RCAxB

rechtseindeutig

partielle Funktion

linkstotal
Funktion
linkseindeutig/ &echtstotal
Injektion Surjektion
rechtstotax /finkseindeutig
Bijektion
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Beispiel. Sei A eine beliebige Menge.
1. Die Identitditsfunktion idg: A — A mit id4(x) = x fiir alle € A ist eine Funktion.

2. Die Kronecker-Delta-Funktion §: A x A — {0,1} mit §(a,b) = 1 falls a = b und
d(a,b) = 0 ist eine Funktion. Statt d(a, b) schreibt man iiblicherweise dy .

3. 1 R=R, f(z) = % ist eine partielle Funktion, aber keine Funktion. Man sollte deshalb
besser schreiben f = {(z,y) € R? :y = 1}.
4. f:R\{0} = R, f(z) =1 ist eine Funktion.

Diese Funktion ist injektiv. Zum Beweis betrachtet man x1,x2 € R\ {0} mit f(z1) =

f(z2) und zeigt, dass dann 1 = 5 sein muss. In der Tat bedeutet f(x1) = f(x2), dass

L — L und also z; = x9, wie gefordert.
Tl 2

5. f: R =R, f(z) = 22 ist eine Funktion.

Diese Funktion ist nicht injektiv, weil z. B. y = 4 zwei verschiedene Urbilder hat (ndmlich
x=2und x = —2).

Sie ist auch nicht surjektiv, weil z. B. y = —1 gar kein Urbild hat.
6. f: R— R, f(x) = e” ist injektiv, aber nicht surjektiv.

7. [R={zeR:2>0}, f(r) =e" ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

8. [t R=R, f(a)=z+ l}r(;ﬂ ist surjektiv, aber nicht injektiv.

9. f: R =R, f(z) = 23 ist bijektiv.

Neben der Menge R C A x B gehort zu einer Funktionsdefinition immer auch die Nennung der Mengen
A und B. Zum Beispiel betrachten wir die Funktionen f: {1,2} — {1,2,3} und g¢: {1,2} — {1,2,4}
mit f(1) = g(1) = 1, f(2) = ¢(2) = 2 als zwei verschiedene Funktionen, obwohl in beiden Féllen
R = {(1,1),(2,2)} ist. Streng genommen ist eine Funktion f: A — B also nicht nur eine Menge
R C A x B von Paaren, sondern ein Tripel (A, B, R), wobei A, B Mengen sind und R eine Teilmenge
R C A x B mit den in der Definition geforderten Eigenschaften. Zwei Funktionen sind gleich, wenn
sie sowohl dasselbe R als auch dasselbe A und dasselbe B haben.

Anschaulich kann man sich eine Funktion vorstellen als eine Transformation, die Elemente aus A als
Eingabe nimmt, und fiir jedes gegebe Element aus A ein bestimmtes Element aus B als Ausgabe
liefert, und zwar so, dass dieselbe Eingabe immer zur selben Ausgabe fiihrt. Insbesondere lassen sich
Funktionen oft durch mathematische Ausdriicke beschreiben, die angeben, wie man zu jedem a € A das
zugehorige b € B mit f(a) = b ausrechnen kann. Fiir eine Funktion ist es allerdings nicht wesentlich,
dass man sie durch einen solchen Funktionsausdruck beschreiben kann. Tatséchlich lassen sich fast alle
Funktionen nicht durch eine endlich grofie Formel beschreiben. Auch (und vor allem) solche Funktionen
sind immer mitgemeint, wenn es heifit ,,Sei f eine (beliebige) Funktion®.

Eine bijektive Funktion von A nach B existiert offenbar genau dann, wenn A und B gleich viele
Elemente haben. Man spricht bei einer Bijektion deshalb auch von einer 1:1-Zuordnung. Fiir eine
Menge A kann man an dieser Stelle die Mdchtigkeit (engl. cardinality) |A| dadurch definieren, dass
man sagt |A| := n, falls es eine bijektive Abbildung f: A — {1,2,...,n} gibt.

Gibt es fiir ein bestimmtes n € N eine solche Abbildung, so sagt man, A ist endlich (engl. finite).
Anderenfalls sagt man, A ist unendlich (engl. infinite) und schreibt |A| = co. Wenn A und B beide
endlich sind und |A| = |B| gilt, dann gibt es immer eine Bijektion f: A — B. Aber Vorsicht: aus
|A] = |B| = oo folgt im allgemeinen nicht, dass es eine Bijektion f: A — B gibt. Man kann zum
Beispiel zeigen, dass es keine Bijektion von QQ nach R gibt, obwohl beide Mengen unendlich sind.
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Definition 9. Sind f: A — B und ¢g: B — C Funktionen, so heifit go f: A — C mit
(go f)(z):=g(f(x)) die Verkettung (oder Komposition) von f und g.

Satz 4.

1. Die Verkettung injektiver Funktionen ist injektiv.
2. Die Verkettung surjektiver Funktionen ist surjektiv.

3. Die Verkettung bijektiver Funktionen ist bijektiv.

Beweis.

1. Seien f: A — B und g: B — C injektive Funktionen und h = g o f.
Zu zeigen: h ist injektiv, also V x1, 29 € A : h(z1) = h(x2) = 1 = x2.

Seien also z1,x2 € A mit h(x1) = h(z2), d.h. g(f(z1)) = g(f(x2)). Da g nach Annahme
injektiv ist, folgt zunédchst f(z1) = f(z2). Und daraus folgt, da nach Annahme auch f
injektiv ist, x1 = x9, was zu zeigen war.

2., 3. Ubung. m

Satz 5. f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine Funktion g: B — A gibt mit
go f=1ida und fog=1idp.

Diese Funktion g ist dann eindeutig bestimmt und ihrerseits bijektiv.

Beweis. ,=“ Annahme: f: A — B ist bijektiv, zu zeigen: Es gibt g: B — A mit gof =idy
und fog=1idp.
Betrachte g = { (y,2) e Bx A: (z,y) € f CAXx B}.

1. g ist rechtseindeutig, weil f nach Annahme injektiv und damit linkseindeutig ist.

2. g ist linkstotal, weil f nach Annahme surjektiv und damit rechtstotal ist.

Damit ist g eine Funktion.

Fiir jedes x € A gilt (z, f(x)) € f und (f(x),z) € g, also g(f(x)) = x. Damit ist gezeigt
go f=idy4.

Fiir jedes y € B gibt es ein x € A mit f(x) =y, weil f surjektiv ist. Nach Definition von g
gilt dann g(y) =  und damit f(g(y)) = y. Damit ist gezeigt f o g = idp.

»,<*“ Annahme: Es gibt ein g: B —+ A mit go f = id4 und f o g = idg. zu zeigen: [ ist
bijektiv, d. h. injektiv und surjektiv.

Injektiv: Seien x1,x2 € A mit f(x1) = f(x2). Dann gilt g(f(z1)) = g(f(x2)).
—_— Y

= =x9
Surjektiv: Sei y € B. Nach Annahme gilt f(g(y)) = v, also existiert ein x € A, némlich
z = g(y) mit f(z) =y.

FEindeutigkeit: Sind g, §: B — A zwei verschiedene Funktionen mit go f = go f =idy, dann
gibt es zumindest ein y € B mit g(y) # g(y).
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Wihle so ein y € B und setze x1 := g(y) und x2 := g(y).
Da f surjektiv ist, existiert z € A mit f(x) =y. Wegen go f = go f =idy gilt

g(f(z)) =2 und  g(f(z)) ==z,
~ —~~

=Yy =y
—— ~—

also &1 = x9. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass g und § verschiedene Funktionen
sind.

Bijektivitdat: Zu zeigen ist, dass g injektiv und surjektiv ist.
1. g ist linkseindeutig (also injektiv) weil f rechtseindeutig (da Funktion) ist.

2. g ist rechtstotal (also surjektiv) weil f linkstotal (da Funktion) ist. ]

Beispiel.

| |
e )

)

N

A B A B

Das Schaubild fiir g ergibt sich aus dem Schaubild fiir f, indem man alle Pfeile umkehrt.
Nach dem Satz ist f genau dann bijektiv, wenn dabei wieder eine Funktion herauskommt.
Definition 10. Sei f: A — B eine Funktion.
1. Fiir U C A definiert man
fU)={yeB|3zeclU: flx)=y}CB
und nennt diese Menge das Bild (engl. image) von U unter f.
2. Fiir V C B definiert man
FAV)={zeA|3yeV: fz)=y}CA
und nennt diese Menge das Urbild (engl. preimage) von V unter f.

3. Ist f bijektiv und ¢g: B — A wie im vorherigen Satz, dann heit f~! := g die Umkehr-
funktion (oder Inverse) von f.

Seien A, B Mengen und ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Um eine Funktion h: A/~ — B zu de-
finieren, ist es verlockend, zunéichst von einer Funktion h: A — B auszugehen und dann zu sagen
h([z]~) := h(x). Damit das funktioniert, muss man entweder prézisieren, auf welches Element = der
Aquivalenzklasse [x].. die Funktion h angewendet werden soll, oder man muss sich vergewissern, dass
die Wahl auf das Ergebnis keinen Einfluss hat. Im letzteren Fall sagt man, die Definition ist ,,reprisen-
tantenunabhéingig“, oder ,,die Funktion h ist wohldefiniert*.
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Beispiel.

1. Sei A= {O,m,m,[],M,0,0,0 @ A A A A} und ~ die Aquivalenzrelation , gleiche Farbe*.
Dann gilt also A/~ = {{0,0,0,A,A}, (M, 0,@® A} {m®A}}. Ist B ={0,1,2,3 4}
und h: A — B die Funktion, die jedem Symbol die Zahl seiner Ecken zuordnet, so ist
h: A/~ — B, h([z]~) := h(x) keine zulissige Definition, denn z.B. fiir h({0,,0, 4, A})
erhélt man je nach Wahl des Représentanten einen anderen Wert:

h({0,0,0,4,A}) = h([d~) =4 # 0= h([0]~) = h({0,0,0,4,A}).

Ist dagegen B = {s,w,g} und h: A — B die Funktion, die jedem Symbol seine Farbe
zuordnet (s fiir schwarz, w fiir weifl und g fiir grau), so ist die Definition h: A/~ — B,
h([z]~) := h(z) konsistent, also zuliissig. In diesem Fall hingt der Wert von h(z) némlich
nicht davon ab, welches Element z einer Aquivalenzklasse ausgew#hlt wird. Es gilt:

VayeA:x~y= h(z)=h(y).

Eine Definition der Form h: A/~ — B, h([z]~) := h(z) ist genau dann widerspruchsfrei,
wenn diese Bedingung erfiillt ist.

2. Bei h: Z/=3 — Z, h(Ju]=,) = u handelt es sich nicht um eine zuldssige Funktionsde-
finition, denn wegen [1]=, = [4]=, miisste gelten 1 = h([1]=;) = h([4]=;) =4 # 1, und
das ist nicht der Fall.

Die Definition h: Z/=¢ — Z/=3, h(ju]=z,) = [u]=, ist dagegen sinnvoll, denn wenn

u,v € Z so sind, dass [u]=, = [v]=, ist, wenn also 6 | u — v gilt, dann gilt wegen 3 | 6
erstrecht 3 | u—wv, also [u]=, = [v]=,. Diese Definition ist also représentantenunabhéngig.

Satz 6. (Homomorphiesatz fiir Mengen) Sei f: A — B eine Funktion.

1. Durch z ~y <= f(z) = f(y) wird eine Aquivalenzrelation auf A definiert.
2. Die Funktion g: A — A/~, g(z) = [x]~ ist surjektiv.

3. Es gibt eine injektive Funktion h: A/~ — B so dass f = hog.

4. Diese Funktion & ist eindeutig bestimmt.

5. f ist genau dann surjektiv, wenn h bijektiv ist.

Beweis.

1., 2. Ubung

3. Betrachte die Funktion g: A — A/~ mit g(z) = [z]~ fiir alle z € A und definiere die
Funktion h: A/~ — B durch h([z]~) = f(x). Das ist moglich, weil [z]. = [y]. <=
x ~y <= f(x) = f(y). Die Definition ist also reprisentantenunabhéngig und f ist
wohldefiniert.
h ist injektiv, denn wenn [z]|~,[y]~ € A/~ so sind, dass h([z]~) = h([y]~) gilt, dann
f(z) = f(y), und dann = ~ y, und dann [z]. = [y]~.

Es gilt f = hog, denn fiir alle x € A gilt h(g(x)) = h([z]~) = f(x).
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4. Wenn h: A/~ — B eine andere Funktion mit f =
geben mit h([z]~) # h([z]~), obwohl doch h([z]~
h([z]~) gelten soll.

h o g ist, miisste es ein [z]. € A/~
) = )

hg(x)) = flx) = hg(x)) =

5. Ubung m

Beispiel.

1. Seien A ={1,2,3,4,5,6}, B ={a,b,c} und

Dann ist
A/~ = {{1,3,6},{2},{4,5}}
Die Funktionen g und h aus dem Satz sind gegeben durch
’: 1 2 3 | 4 | 5 | 6
- {1,3.6) [ {23 [{1,3,6} [ {4,5} [ {4,5} [ {1,3,6}

b {1,3,6} [ {2} | {45}

a b c

2. Seien A = {O,m,B,,M,0,0,0 @ A A A A}, B = {schwarz, wei}, grau,rot}, und sei
f: A — B die Funktion, die jedem Element aus A dessen Farbe zuordnet:
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- /I// — schwarz
D/-/O.é weifl
.% grau
A A A rot
f
A B

Die Zerlegung von f in f = h o g sieht dann wie folgt aus:

§ schwarz
%* ror) A
§~ grau
K %N@v/ rot
g h

A A~ B

A

3. Sei A die Menge der Teilnehmer der Vorlesungsklausur, B = {1,2,3,4,5} die Menge der
erreichbaren Noten, f: A — B die Funktion, die jedem Teilnehmer seine Beurteilung
zuordnet.

In diesem Fall gruppiert ~ die Teilnehmer entsprechend ihrer Note. Wenn jede Note
mindestens einmal vergeben wird, wenn also f surjektiv ist, dann ist

Al = {7 FTHHEZD B, AN, £ B D)

Wenn dagegen z. B. nur die Noten 1 und 5 vergeben werden, dann ist A/~ = {f~}({1}),
FH{BD}, weil dann f71({2}) = 7' ({3}) = f~1({4}) = 0 keine Aquivalenzklassen
sind. (Aquivalenzklassen sind niemals leer.)

Jedenfalls bildet die Funktion ¢ aus dem Satz jeden Klausurteilnehmer ¢ € A auf die
Menge [t]~. aller Teilnehmer ab, die die gleiche Note wie ¢ bekommen. Die Funktion h
bildet dann jede dieser Mengen auf die Note ab, die die Teilnehmer dieser Menge be-
kommen.

4. Fiir jedes € Z und jedes y € Z \ {0} gibt es genau ein Paar (¢,r) mit ¢ € Z und
r € {0,1,...,|y| — 1}, so dass x = qy + r. Man nennt quo(z,y) := ¢ den Quotienten
und rem(z,y) := r den Rest der Division von x durch y.

Betrachte die Funktion f: Z — Z, f(x) = rem(z,6). Die Aquivalenzrelation, die von
dieser Funktion im Sinn des Satzes definiert wird, ist =¢. Die Menge der Aquivalenz-
klassen ist Z/=¢ = {[0]=, - - -, [0]=¢ }. Die surjektive Funktion g: Z — Z/=¢ bildet jede
ganze Zahl z auf die dazugehorige Aquivalenzklasse [z]z, ab. Die injektive Funktion
h: Z/=¢ — Z bildet [0]=, auf 0, [1]=, auf 1, ..., und [5]=, auf 5 ab.

Es gilt zum Beispiel f(17) = rem(17,6) = 5 und h(g(17)) = h([17]=,) = h([5]=s) = 5.
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4 Gruppen

Definition 11. Sei A eine Menge. Eine Funktion o: A x A — A heifit Verknipfung. Statt
o(z,y) schreibt man x o y.

Sei o: A x A — A eine Verkniipfung.
1. o heiBt assoziativ, falls V z,y,z2 € A: (xoy)oz=zo0(yoz)
2. o heifit kommutativ, falls V x,y € A:xoy=youx
3. e € A heifit Neutralelement (beziiglich o), falls gilt: Vz € A: zo0e=cox = .
4. Ist e € A ein Neutralelement, so heiit x € A invertierbar, falls
dyeA:zoy=yox=ce.

Ein solches Element y heiffit dann ein Inverses von x.

Beispiel.

1. Sei A =1{1,2,3} und die Verkniipfung o: A x A — A gegeben durch

Dann gilt (101)02 =3 und 10 (102) = 1. Diese Verkniipfung ist also nicht assoziativ.
2. 4 und - sind Verkniipfungen auf Z, Q, R, etc.

Diese Verkniipfungen sind assoziativ und kommutativ.
0 ist ein Neutralelement beziiglich + und 1 ist ein Neutralelement beziiglich -.

3. Sei A eine Menge und A4 die Menge aller Funktionen f: A — A. Dann ist die Kompo-
sition eine Verkniipfung auf A4, die assoziativ aber im allgemeinen nicht kommutativ

ist. Die Identitéitsfunktion id4 € A4 ist ein Neutralelement, und eine Funktion f € A4
ist genau dann invertierbar, wenn sie bijektiv ist.

4. Ist A eine Menge, so sind N und U Verkniipfungen auf P(A).

Satz 7. Sei o: A x A — A eine assoziative Verkniipfung.
1. Sind ey, e5 Neutralelemente von o, so gilt e; = es.

2. Ist e ein Neutralelement von o, x € A invertierbar, und sind y1, yo Inverse von x, so gilt
Y1 = Yy2.
Notation: 27! := y; = 9.

3. Ist @ € A invertierbar, so ist auch z~! invertierbar und es gilt (z=1)~! = .

4. Sind x,y € A invertierbar, so ist auch x oy invertierbar und es gilt (zoy)~! =y tox 1
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Beweis.

1. Nach Definition gilt Vo € A:xo0e; =ejox=axundVae e A:xo0es =egox = x.

Aus dem ersten folgt mit x = ey, dass es 0 e; = e1 0 e9 = eg ist, und aus dem zweiten
fOlgt mit r = €1, dass €1 0€p = e€90e€e1 = €] ist.

Aus beidem zusammen folgt e; = ey 0 es = es, wie behauptet.

2. Esgilt zoy; =e, alsoygo(zoy;) =ya0e€, also (y2 0x) oy = ya2, also e o y; = yo, also
Y1 =Y.

3., 4. Ubung.

Definition 12. Sei A eine Menge und o: A x A — A eine Verkniipfung.
1. Das Paar (A, o) heifit Magma.

2. Ist o assoziativ, so heifit (A, o) eine Halbgruppe (engl. semi group).
3. Eine Halbgruppe mit Neutralelement heifit Monoid.
4. Ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist, heilt Gruppe (engl. group).
5. Einle] Halbgruppe/Monoid/Gruppe heifit abelsch, wenn o kommutativ ist.
Magma
Assoziativitat
K tativitat
Halbgruppe OMMUPAlIVIE® | abelsche Halbgruppe
Neutralelement Neutralelement
K tativitat
Monoid e abelsches Monoid
alle Inverse alle Inverse
K tativitat
Gruppe ormrabvina abelsche Gruppe

Typischerweise verwendet man o und * als Symbole fiir Verkniipfungen, wenn man allgemein iiber
Gruppen spricht. Bei konkreten Beispielen fiir Gruppen ist es iiblich, das Symbol + (plus) fir die
Verkniipfung zu wéhlen, wenn es sich um eine abelsche Gruppe handelt. In diesem Fall schreibt man
—x statt 2! fiir das Inverse von z, und man kann auch z. B. 5z statt « + « + « +  + = schreiben. Fiir
das Neutralelement verwendet man dann typischerweise das Symbol 0 (Null).

Handelt es sich nicht um eine abelsche Gruppe, und sind o und * zu unhandlich, dann kann man auch
den Multiplikationspunkt - als Verkniipfungssymbol verwenden. Statt x - y schreibt man dann auch
einfach xy, und statt zzzzr schreibt man dann 2®. Fiir das Neutralelement bietet sich in diesem Fall
das Symbol 1 (Eins) an.

Ist (G, o) eine Gruppe, dann nennt man G die Trigermenge der Gruppe. Wenn die Verkniipfung aus
dem Zusammenhang klar ist, sagt man auch einfach, .G ist eine Gruppe®.
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Beispiel.

1. Das Paar ({1,2,3},0) mit der ersten Verkniipfung im vorherigen Beispiel ist nur ein
Magma.

[\

. ({3,4,5,...},+) ist eine Halbgruppe, aber kein Monoid.

@

(N,+), (N\{0},-), (Z\ {0},-) sind Monoide.
(Z,+), (Q,+), (Q\ {0},-), (R,+), (R\ {0},-), etc. sind abelsche Gruppen.

S

. Die Menge {z € Q: 2 > 0} aller positiven rationalen Zahlen bildet zusammen mit der
Multiplikation eine Gruppe. Ebenso die Menge aller positiven reellen Zahlen.

6. Ist A eine Menge, so sind (P(A),U), (P(A),N) Monoide, aber keine Gruppen. Definiert
man auf P(A) die Verkniipfung

@: P(A) x P(A) > P(A), UaV :=(UuV)\(UNV),

so ist (P(A),®) eine abelsche Gruppe. Das Neutralelement ist dann die leere Menge ()
und jedes Element U € P(A) ist zu sich selbst invers.

7. Ist A eine Menge, so ist (A4, o) ein Monoid, aber keine Gruppe. Aber die Menge S(A) :=
{f € A% : f ist bijektiv } bildet zusammen mit der Verkettung als Verkniipfung eine
Gruppe. Diese Gruppe ist nicht kommutativ. Man nennt die Gruppe die symmetrische
Gruppe. Statt S({1,2,...,n}) schreibt man auch S,, und nennt dann die Elemente
Permutationen. Bsp.:

(123 45 . 1 23 45
™V la1352/°> 7 Tl25314

und
12 3) (1 23)_ (123
31 2 21 3] 7|1 3 2
7é1230123_123
21 3 31 2) 13 2 1)

Mehr iiber Permutationen in Abschnitt 12.

8. Betrachte ein Quadrat mit den Eckpunkten A, B, C, D.

A B

D C

Eine Symmetrie ldsst sich auffassen als eine Funktion {A, B,C, D} — {A, B,C, D}, die
das Quadrat als Ganzes fest ldsst.

Das Quadrat hat folgende Symmetrien:
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10.

11.

.._[(ABCOD
°=|p ¢ B 4
. _(ABCD
P=1\B ¢ D 4

] — das ist die Spiegelung an der horizontalen Achse

] — das ist die Rotation um 90° im Uhrzeigersinn

sowie einige weitere, die sich aus diesen durch Komposition bilden lassen. Die komplette
Liste lautet:
G = {id, p,p*, p*,0,0p,0p*,0p"}.

Diese Menge G bildet zusammen mit der Komposition eine Gruppe, die sogenannte
Symmetriegruppe des Quadrats. Die Gruppe ist nicht abelsch; es gilt aber zum Beispiel

op = pio.

Sei m € N\ {0} und definiere =, durch a =, b <= m | a — b fiir alle a,b € Z. Dies
ist eine Aquivalenzrelation, die Z in m Aquivalenzklassen aufteilt:

L =Z)=pm ={[0]z,,,[1]=,,,---,[m—1]=, }.

Definiere +, -: Zyy, X Zyy, — Zy, durch

[2l=,, + W= = [z + Y= (@)=, - W= =2 Y]z,
Diese Definitionen sind reprisentantenunabhingig, d. h. fiir z, 2’ und y, vy’ mit z =, 2’
und y =,, ' gilt stets (z 4+ y) =, (' + /) und (z-y) =, (2" - y). (Beweis: Ubung.)
(Z,, +) ist eine Gruppe.

Man kann zeigen, dass (Zn, \ {[0]=,.}, ) genau dann eine Gruppe ist, wenn m eine
Primzahl ist.

Betrachte die sechs Funktionen f;: R\ {0,1} — R\ {0, 1} definiert durch
f@ = hl) =1 B =
lx_x7 Qx_l_xv 3\T) =

r—1 T
f4($): z f5(fE):1—CL', fﬁ(‘r):x_l

Die Menge G = {f1, ..., f¢} bildet zusammen mit der Komposition eine Gruppe.
Sei G ={x€R:—-1<z <1} und definiere

wobei die Symbole auf der rechten Seite die iibliche Bedeutung haben. Dann ist (G, ®)
eine abelsche Gruppe. Man sieht sofort, dass @& kommutativ ist, dass 0 ein neutrales
Element ist, und dass —x das Inverse von x ist. Assoziativitit lésst sich leicht nachrech-
nen:

+ +
ler:Byy—i_Z o x—i—y—i—z—i—xyz - x+1y+yzz

= =z (y D 2).
1+ f:x@;z 1+ay+az+yz 1+xly:yzz

(zdy) @®z=

Jetzt muss man sich aber auch noch davon iiberzeugen, dass @ tatséchlich eine Verkniip-
fung ist. Dazu ist zu zeigen, dass 1 4+ zy # 0 fir alle z,y € G (sonst wiére fiir manche
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12.

x,y € G der Ausdruck auf der rechten Seite nicht definiert), und dass |f’fx%| < 1 fiir
jede Wahl von z,y € G (sonst wiirde uns die Verkniipfung von manchen z,y € G aus

der Gruppe herauswerfen).

Zunichst ist klar, dass mit |x| < 1 und |y| < 1 auch |zy| < 1 ist, und damit zy > —1,
und damit 1 4+ xy > 0, also insbesondere 1 + zy # 0.

Als néchstes gilt mit |z| < 1 und |y| < 1 insbesondere 1 —z > 0 und 1 —y > 0, und also
auch (1—z)(1—y) > 0. Nunist (1—2z)(1—y) =1—z—y+zy. Also 1+zy > z+y, also

1> f:z% (denn wir haben ja vorher schon gezeigt, dass 1 + xy > 0 ist). Auf dhnliche
+y

. . x
Weise zeigt man Ty > —1.

Die Gruppe (G, @) erklirt die Addition von Geschwindigkeiten in der speziellen Rela-
tivitdtstheorie.

Betrachte die Menge
E={(z,y) eR*: ¢y =23+ 2%+ 1} U {0},

die aus den Punkten einer Kurve in der Ebene sowie dem zusétzlichen Symbol O besteht.
Jede Gerade durch zwei Punkte dieser Kurve schneidet die Kurve in einem dritten
Punkt, wenn man

e tangentiale Beriihrungen doppelt zdhlt, und

e bei senkrechten Geraden das spezielle Symbol O als den dritten Punkt ansieht.
y %
L

Auf F ldsst sich eine Verkniipfung + definieren, indem man fordert, dass gelte P+ Q +
R = O fiir je drei Punkte P,Q, R € E, die auf einer Geraden liegen.

Mit dieser Verkniipfung wird F zu einer abelschen Gruppe. Das Neutralelement ist O.
Inverse bekommt man durch Spiegelung an der horizontalen Achse. Die Verkniipfung
fiihrt man durch, indem man zu gegebenen P und () zunéchst den zugehorigen dritten
Punkt bestimmt, und diesen dann noch an der horizontalen Achse spiegelt.

S
N N
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Die Gruppe FE ist ein Beispiel fiir eine sogenannte elliptische Kurve. Solche Gruppen
werden in der Kryptographie eingesetzt.

13. Sei Q@ = {a,b,c,...,z,A,B,C,...,Z} das lateinische Alphabet und * die Menge aller
Zeichenketten, die sich aus den Buchstaben in 2 bilden lassen.

Die Verkniipfung o: Q* — Q* ist definiert als das Aneinanderhidngen zweier Worter,
also z.B. aBzxc o kSzV = aBzxckSzV. Mit dieser Verkniipfung bildet Q* ein Monoid.
Das Neutralelement ist das leere Wort, das man mit € bezeichnet.

Aufler dem leeren Wort, das wie immer sein eigenes Inverses ist, hat kein Element von
Q* ein Inverses beziiglich o. Es handelt sich deshalb sicher nicht um eine Gruppe.

Um eine Gruppe zu konstruieren, kénnen wir Grolbuchstaben als Inverse der entspre-
chenden Kleinbuchstaben benutzen. Wir betrachten die Teilmenge W () C Q* aller
Worter, in denen nie ein Grolbuchstabe unmittelbar neben dem entsprechenden Klein-
buchstaben steht und definieren o: W () x W(Q2) — W() als Aneinanderhiingung
zweier Worter, wobei wir anschliessend so lange verbotene Buchstabenpaare streichen,
bis keine solchen mehr iibrig sind. Dann gilt zum Beispiel aBc o CBu = aBBu und
aBc o Cbu = au.

W(£2) ist mit o eine Gruppe, die sogenannte freie Gruppe (engl. free group) iiber dem
Alphabet Q. Zu jedem Wort w bekommt man das Inverse durch Riickwirtslesen und
Austauschen von Grof- und Kleinbuchstaben, z. B. qiPrY~! = yRpIQ.

14. Seien (A, o), (B, *) zwei Gruppen [zwei Halbgruppen, zwei Monoide] und G = A x B.
Auf G wird durch
(al, bl) ® (ag, bg) = (al o a9, by * bg)

eine Verkniipfung ©®: GxG — G definiert, mit der G zu einer Gruppe [einer Halbgruppe,
einem Monoid] wird.

Definition 13. Sei (G, o) eine Gruppe. U C G heifit eine Untergruppe (engl. subgroup), falls
gilt U#DundVu,v €U :uoveclUAutecU.

Beispiel.
1. (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q,+); (Q,+) ist eine Untergruppe von (R, +).

2. {z€Q:x>0},) ist eine Untergruppe von (Q \ {0},-); (Q\ {0},) und {z € R :
x> 0},-) sind Untergruppen von (R \ {0}, ).

3. Die Symmetriegruppe des Rechtecks ist eine Untergruppe der Symmetriegruppe des
Quadrats.

4. S3 ldsst sich auffassen als Untergruppe von S5, wenn man sich jede Funktion
f:{1,2,3} = {1,2,3}

aus Sz zu einer Funktion f: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit f(4) = 4 und f(5) =5
fortgesetzt denkt.
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Definition 14. Seien (G1,0) und (Ga,*) Gruppen. Eine Funktion h: G; — G2 heit Homo-
morphismus, falls gilt:

Va,y € Gr:h(zoy) = h(z)*h(y).
Sei es das Neutralelement von G5. Die Menge
kerh:=h"'({ea}) ={z € Gy : h(z) = e} C Gy
heifit der Kern (engl. kernel) und
imh :=h(G1) ={h(z):z € G1} C G

heiBt das Bild (engl. image) von h.

Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Wenn es einen Isomorphismus von Gy
nach Gy gibt, sagt man, G; und G3 sind (zueinander) isomorph. Notation in diesem Fall:
G1 = Gs.

Beispiel.

1. Die Abbildung h: S3 — S5, die im vorigen Beispiel beschrieben wurde, ist ein Homo-
morphismus. Statt zu sagen, S3 ist eine Untergruppe von S5, wére es sauberer zu sagen
h(Ss) ist eine Untergruppe von Ss.

2. Die Abbildung f: Z — Zp, x — [x]=
(Z,+) und (Z,,+).

Es gilt ker f = [0]z,, = mZ = {0, m, —m,2m, —2m, ... }.

ist ein Homomorphismus zwischen den Gruppen

m

Der Homomorphismus ist auch mit der Multiplikation vertraglich, d. h. es gilt [zy|=,, =
[z]=,, [y]=,, fir alle z,y € Z.

3. Die Abbildung f: R — R\ {0}, = — exp(z) ist ein Homomorphismus von (R, +) nach
(R {0}, -).

4. Sind (A, 0), (B, %) zwei Gruppen und G = A X B zusammen mit
(a1,b1) © (a2, b2) == (a1 0 ag, by * ba).
Dann ist h: G — A, (a,b) — a ein Homomorphismus.
5. Die Abbildung f: Z — Z7 \ {[0]=, },
212, falls z > 0
= 212 =1 [l falls x = 0
(212hlel falls z <0

ist ein Homomorphismus von (Z, +) nach (Z7 \ {[0]=,}, ).
Es gilt im f = {[1]=., [2]=,, [4]=,} € Z7 \ {[0]=, } und ker f = {0,3,-3,6,—6,...} C Z.
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Satz 8. Sei h: G1 — G2 ein Homomorphismus. Dann gilt:

1. Ist e; das Neutralelement von G; und es das Neutralelement von Gy, so gilt h(e1) = es.
2. ker h ist eine Untergruppe von Gj.

3. im h ist eine Untergruppe von Gs.

Beweis.

1. Es gilt h(e;) = h(e; o e1) = h(e1) * h(er). Multipliziert man diese Gleichung mit dem
Inversen von h(e;) in Gg, so erhiilt man ey = h(ey).

2. Nach Teil 1 gilt zunéchst e; € ker h und damit insbesondere ker h # (). Dariiber hinaus
bleibt zu zeigen: fiir alle u,v € ker h gilt wov € ker h und u~! € ker h.
Seien u, v € ker h beliebig. Es gilt h(u) = h(v) = ez, weil u,v € ker h. Folglich gilt:

h(uowv) = h(u) * h(v) = eg * ea = eq,

und also uwo v € ker h.
Es gilt ea = h(e1) = h(uou™t) = h(u) * h(u™) = eg x h(u™1) = h(u™!).
(Daraus folgt iibrigens auch h(u)~! = h(u™1).)
3. Nach Teil 1 gilt zunéchst eg € im h. Dariiber hinaus bleibt zu zeigen: fiir alle u,v € im h
gilt w*v € imh und u~! € im h.
Seien u,v € im h beliebig. Dann gibt es a,b € G1 mit u = h(a) und v = h(b).
Es gilt ux v = h(a) * h(b) = h(aob) € im h.
AuBlerdem v~ = h(a)™! = h(a™!) € imh. ]

Satz 9. Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und H eine Untergruppe von GG, und sei ~ definiert
durcha~b < a+(-b) € H.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf G und G/H := G/~ zusammen mit *: G/H xG/H —
G/H, [z]~ * [y]~ := [x + y]~ ist wieder eine abelsche Gruppe.
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Beweis. Dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, kann man sich zur Ubung selbst iiberlegen.
Wir zeigen, dass * wohldefiniert ist. Zu zeigen ist, dass fiir z,2’,y,9 € G mit z ~ 2’ und
y~y giltx+y~a +y.

Aus z ~ 2/ und y ~ ¢/ folgt  + (—2') € H und y + (—y') € H. Da H eine Untergruppe
von G ist, folgt x + (—2') + y + (=) € H. Da G abelsch ist, ist z + (—2') + y + (—¢) =
r4+y+(—2)+(=y)=(x+y)+ (—(2"+)), also gilt x +y ~ 2’ + ¢/, wie behauptet.

Um schliefllich zu zeigen, dass G/H eine Gruppe ist, iiberzeugt man sich, dass die nétigen
Gesetze erfiillt sind. Assoziativitdt folgt zum Beispiel aus

[2] (Y] = [2]) = [zl * [y + 2l =[x+ (y + 2)] = [(z +y) + 2] = [z +y] = [2] = ([2] * [y]) = [2].
Die Rechnungen fiir die anderen Gesetze sind #hnlich und bleiben zur Ubung iiberlassen. m

Beispiel. Sei m € N\ {0}. Dann ist mZ = {mz : z € Z} = {...,—m,0,m,2m, ...} eine
Untergruppe von (Z,+). Es gilt Z/mZ = Zyy,.

Satz 10. (Homomorphiesatz fiir abelsche Gruppen) Es seien (G1, +), (G2, @) abelsche Grup-
pen und f: G; — G2 ein Homomorphismus.

1. Die Funktion
9: Gi = Gi/ker f,  g(z) = [2]~

ist ein surjektiver Homomorphismus.
2. Es existiert genau ein injektiver Homomorphismus h: G1/ker f — G mit f = hog.

3. Dieser Homomorphismus A ist genau dann bijektiv, wenn f surjektiv ist.

Insbesondere gilt immer G/ ker f = im f.

Beweis. Nach Satz 6 ist blofl noch zu zeigen, dass die Funktionen g und A Homomorphismen
sind. (Beachte: z ~y <= x4+ (-y) €kerf < f(z+(-y)) =e <= flz) f(-y) =
e <= f(2)® fly) ' =e < f(z) = f(y), d. h. die hier verwendete Aquivalenzrelation ist
ein Spezialfall der Relation aus Satz 6.)

Seien x,y € G.

Wir zeigen zuerst: g(z +y) = g(z) * g(y). In der Tat folgt g(x + y) = [z + y]~ = [z]~ * [y]~
direkt aus der Definition von * aus Satz 9. Damit ist g ein Homomorphismus.

Wir zeigen nun: h(zxy) = h(z)®h(y). In der Tat gilt: h([z]~x[y]~) = h([z+y]~) = f(z+y) =
f(@)® f(y) = h([z]~) ® h([y]~). Damit ist A ein Homomorphismus. ]

Beispiel. Sei f:7Z — Z7, f(z) = [3]Z.. Es gilt ker f = 6Z und im f = Z7 \ {[0]=,}. Die
Gruppe (Zg,+) ist also isomorph zur Gruppe (Z7 \ {[0]=,},-) und der Isomorphismus h aus
dem Satz erlaubt es, die Multiplikation in Z7 auf die Addition in Zg zuriickzufiihren.

Wahlt man f: Z — Zy, f(z) = [2]Z_, so ist ker f = 3Z und im f = ({[1]=,, [2]=,, [4]=,},)-

=7
In diesem Fall ist f nicht surjektiv, und der Satz liefert nur einen Isomorphismus zwischen

(Z3,+) und der Untergruppe ({[1]=;, [2l=, [4]=-},-) von (Z7\ {[0]=;}, ).

5 Ringe
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Definition 15. Sei R eine Menge, +: R X R —+ R und -: R Xx R — R seien zwei Ver-
kniipfungen, so dass (R, +) eine abelsche Gruppe ist. Ihr Neutralelement heifit Null (engl.
zero, Symbol: 0), fiir das Inverse von = € R beziiglich + schreibt man —z, und statt x + (—y)
schreibt man x — y. Statt x - y schreibt man auch zy.

1. (R,+,) heifit Ring (mit Eins), falls (R,-) ein Monoid ist und die beiden Dinstributiv-
gesetze

Ve,yze€R: (z+y) - z2=x-2+y-2
Ve,yoze€R:x-(y+2)=z-y+z-z

gelten. Das Neutralelement beziiglich - heiit Eins (engl. one, Symbol: 1).

2. Wenn in (R, +,-) die beiden Distributivgesetze aus Teil 1 gelten, (R,-) aber nur eine
Halbgruppe ist, dann nennt man (R, +, ) einen Ring ohne Eins.

3. Ein Ring (mit oder ohne Eins) heit kommutativ, falls - kommutativ ist.

Ring ohne Eins |«——— kommutativer Ring ohne Eins

Ring kommutativer Ring

Wenn man in einer Definition einen Begriff einfiihrt, dann ist man normalerweise bemiiht, fiir den
Begriff ein Wort aus der Umgangssprache zu verwenden, das den Sachverhalt der Definition treffend
beschreibt. Zum Beispiel haben wir vorher definiert, dass eine Relation R ,,symmetrisch“ zu nennen
ist, wenn gilt xRy <= yRx, und ,reflexiv®, wenn gilt x Rx. Theoretisch hitten wir auch das Wort
yreflexive fiir die Eigenschaft Ry <= yRx und das Wort ,,symmetrisch® fiir die Eigenschaft xRz
vergeben koénnen, es wire nur sehr verwirrend, wenn die gemeinte Eigenschaft nicht mit der iiblichen
Bedeutung des Wortes zusammenpasst.

Der Begriff , Ring*“, der oben eingefiihrt wurde, ist von zentraler Bedeutung in der Algebra. Es besteht
allerdings kein offensichtlicher Zusammenhang mit der umgangssprachlichen Bedeutung des Wortes.
Man hétte genauso gut ,,Haus“ oder ,Baum® als Wort verwenden kénnen.

Satz 11. Sei (R, +,-) ein Ring, und sei x € R. Dann gilt z0 = 0 = 0z und —z = (—1)=z.

Beweis. Sei x € R beliebig.

Es gilt 20 = (0 + 0) = 20 + 20. Addiert man auf beiden Seiten —(z0), so bekommt man
20 + (—20) = 20 + 20 + (—2z0), also 0 = 20 4+ 0 = 20, wie behauptet. Der Beweis von 0x = 0
geht analog.

Als néchstes gilt 0 = 0x = (1+(—1))x = lz+(—1)x = x+(—1)z. Damit ist (—1)z ein Inverses
von z beziiglich 4+, und wegen der Eindeutigkeit der Inversen muss gelten (—1)z = —zx. =
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Beispiel.

1.

(Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-) sind kommutative Ringe. Aber (N, +, ) ist kein Ring, weil
(N, 4) keine Gruppe ist.

. Ist A eine Menge, so ist (P(A),®,N) ein Ring. Dabei ist wie zuvor U @ V := (U U V) \

(U NV) definiert. Die Null ist () und die Eins ist A.

Fiir jedes m € N\ {0} ist (Zy,, +, ) ein kommutativer Ring, der sogenannte Restklas-
senring (engl. residue class ring) modulo m.

Sei m € N\ {0,1} und mZ = {mz : v € Z} = {...,—m,0,m,2m,...}. Dann ist
(mZ,+,-) ein kommutativer Ring ohne Eins.

Sei p € Z\ {0} eine Primzahl und Z,) die Menge aller rationalen Zahlen u/v € Q mit
p{v. Dann ist Z, ein Ring.

Sei (G, @) eine abelsche Gruppe und End(G) die Menge aller Gruppenhomomorphismen
h: G — G. Fiir zwei Elemente f,g € End(G) sei definiert

f+9:G=G, (f+g)(u) = f(u) ®g(u)
fr9:G=G, (f-9)(u) = fg(w).
Dann sind + und - Verkniipfungen auf End(G), die diese Menge zu einem Ring machen.
Das Nullelement ist die Funktion z: G — G mit z(u) = 0 fiir alle uw € G (wobei mit 0 das

neutrale Element von G gemeint ist), und das Einselement ist die Funktion id: G — G
mit id(u) = u fiir alle u € G.

Sei (R, +,-) ein Ring. Die Menge RN aller Funktionen f: N — R (d.h. aller Folgen in R)
bildet einen Ring, wenn man definiert

(f+9):N=R, (f+g)(n):=f(n)+gn)
(f-9):N=R, (f-g)(n):= f(n)g(n).

Allgemeiner kann man statt N hier auch irgendeine andere Menge nehmen.

Die Menge RN bildet auch einen Ring, wenn man + wie vorher definiert, und - durch

(ao,al,ag,...) . (bo,bl,bg,...) = (CQ,Cl,CQ,...)

n
mit ¢, = Z ab,—k. (Beweis durch Nachrechnen der nétigen Gesetze.)
k=0
Zum Beispiel gilt
(1,2,3,...) : (1,2,3,...) = (60,01,02,...>

mit
0

Cco = Zakbn,k = aobo =1
k=0
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10.

1

c = Zakbn—kz = apby + a1bp =4
k=0
2

cy = Zakbn—k = agbs + a1b1 + asb; = 10.
k=0

Mit der Definition X :=(0,1,0,0,...) gilt

X%=(1,0,0,...) =1
X1 =(0,1,0,0,...)
X2 =(0,0,1,0,0,...)

X”:(O,...,O,%,0,0,...),

Index n

[e.e]
so dass es sich anbietet, fiir eine Folge (a,,)3%, € R" die alternative Notation Z an X"

n=0
zu verwenden. Die oben definierte Multiplikation entspricht dann genau dem iiblichen

Multiplikationsgesetz fiir Potenzreihen, freilich ohne dass dabei irgendwo von Konver-
genz die Rede ist.

Statt RN schreibt man auch R[[X]] und nennt die Elemente formale Potenzreihen (engl.

formal power series).

Die Teilmenge

R[X] ::{ianX"ER[[X]]:HNGNVnzN:an:O}

n=0

ist abgeschlossen unter 4+ und - und bildet deshalb selbst auch einen Ring. Man sagt,
R[X] ist ein Unterring von R[[X]].

Die Elemente von R[X] heiflen Polynome iiber R.
Beispiel:

(ao + a1 X + a2X2)(b0 + le)
= agpbo + (a0b1 + albo)X + (CLQbO + CL1()1)X2 + CL2b1X3

Das Nullpolynom ist das Polynom p = Y > ja, X" € R[X] mit a, = 0 fiir alle n € N.
Fiir alle anderen Polynome gibt es genau einen Index n € N, so dass a,, # 0 und a =0
fiir alle & > n ist. Diesen Index nennt man den Grad des Polynoms (engl. degree),
geschrieben deg p := n. Fiir das Nullpolynom definiert man deg0 := —oo.

Mehr iiber Polynome in Abschnitt 25.

Sei R ein Ring und G ein Monoid.

Betrachte die Menge R[G] aller Funktionen ¢: G — R mit der Eigenschaft ¢(g) # 0 fiir
hochstens endlich viele g € G.
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Fiir ¢1, co € R[G] definiere
(c1+e2): G—= R, g cilg)+cag)

und

(c1-c2): G R, g > c1(h1) - ea(ha).
h1,ha€G:h1-ha=g

Dann ist (R[G], +,-) ein Ring.
Schreibt man die Funktionen ¢ € R[G] in der Form

c=a1-g1+0a2:-g2+ -+ Qn-Gn,

wenn ¢(g1) = aq, ¢(g2) = ag, ..., c(gn) = an und ¢(g) = 0 fiir alle g € G\ {g1,---,9n},
dann entsprechen die obigen Definitionen von + und - gerade den gewohnten Rechnen-
regeln. (Aber Vorsicht: wenn G nicht abelsch ist, ist - nicht kommutativ!)

Beispiel. Sei R = Z und G = {a, b, ¢} mit der Verkniipfung o, die durch folgende Tabelle
definiert ist:

Dann gilt zum Beispiel

(2a+ 3b)(3c — 5b) =6(aocc) —10(aob)+9(boc) — 15(bob)
= 6¢c — 10b + 9a — 15¢
=9a — 10b — 9c.

6 Korper

Definition 16. Ein kommutativer Ring (K, +, ) heiit Kdrper (engl. field), falls (K '\ {0},-)
eine abelsche Gruppe ist.

Genau wie im Fall der Ringe ist nicht unmittelbar klar, warum sich der Begriff , Koérper® fiir diese
Struktur eingebiirgert hat. Es besteht jedenfalls kein offensichtlicher Zusammenhang zu den Koérpern
der Geometrie (Wiirfel, Kugeln, usw.). Der englische Begriff field ist auch nicht besonders gut motiviert.
Der Hintergrund ist wahrscheinlich einfach, dass es in der Umgangssprache kein Wort gibt, das den
Sachverhalt treffend beschreibt.

Satz 12. Sei (K, +,-) ein Korper und z,y € K. Dann gilt zy =0=2 =0V y =0.

Beweis. Seien z,y € K mit xy = 0. Zu zeigen, x = 0 oder y = 0. Wir nehmen an, dass = # 0
ist, und zeigen, dass dann y = 0 sein muss. Da K ein Korper ist, gibt es in K \ {0} zu jedem
Element ein Inverses beziiglich -. Da z nach Annahme nicht Null ist, existiert also 2~!. Aus
zy = 0 folgt dann z 'y = 2710, also 1y = 0, also y = 0, wie behauptet. [

41



Beispiel.

1. (Q,+,-), (R,+,-) sind Koérper, aber (Z,+,-) nicht, da z.B. 2 € Z nicht beziiglich -
invertierbar ist (2 € Q natiirlich schon).

2. Man kann zeigen, dass (Z,, +, -) genau dann ein Korper ist, wenn m eine Primzahl ist.

3. Die Menge K = {0,1,2,...,9} bildet zusammen mit den Verkniipfungen +,-: K — K,
die durch folgende Tabellen erklirt sind, einen Korper.

+10 1 2 3 4 5 6 7 8 -0 1 2 3 4 5 6 7 8
0(o0 1 2 3 4 5 6 7 8 0,0 0 0 OO OO0 O O
111 2 0 4 5 3 7 8 6 110 1 2 3 4 5 6 7 8
212 01 5 3 4 8 6 7 2|0 2 1 6 8 7 3 5 4
313 4 5 6 7 8 0 1 2 3]0 3 6 7 1 4 5 8 2
414 5 3 7 8 6 1 2 0 410 4 8 1 5 6 2 3 7
515 3 4 8 6 7 2 0 1 50 5 7 4 6 2 8 1 3
66 7 8 01 2 3 4 5 6|0 6 3 5 2 8 7 4 1
7|7 8 6 1 2 0 4 5 3 7|0 7 5 8 3 1 4 2 6
818 6 7 2 0 1 5 3 4 80 8 4 2 7 3 1 6 5

4. Sei Q(v2) := {a+by2:a,b € Q} C R. Zusammen mit der iiblichen Addition und
Multiplikation aus R bildet Q(1/2) einen Ring, denn

(a+0V2)+ (c+dV2) = (a+c)+ (b+d)V2
€Q(v2) €Q(v2) 6@@5)

und

(a +bV?2) (c + dV2) = (ac + 2bd) + (be + ad)V/2,

~~

€Q(v2) €Q(v2) €Q(v2)

d.h. Q(v/2) C R ist abgeschlossen unter + und - und damit ein Unterring von R.

Es ist auflerdem ein Koérper, denn

1 B a—bv/2
a+bv2  (a+bv2)(a—bV2)
a b
a a2—2b2_a2—2b2\/§.
—_———  N—\—
€Q €Q
€Q(v2)

Beachte dabei, dass fiir a,b # 0 immer gilt a® — 2b> # 0, weil v2 ¢ Q.

5. Sei C:=R x R mit

(a,b) + (¢, d) := (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, bc + ad).

42



Dann ist C ein Kérper. Man hat dort 1(C = ( 1R, 0) und definiert i := (0, 1), so dass
€ €

C={a+bi:a,beR}.

Beachte: i2 = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1, also ,,i = v/—1.

Die Elemente von C nennt man komplexe Zahlen. Das Element i € C nennt man die
imagindre Einheit. Fiir eine komplexe Zahl ¢ = a + bi € C mit a,b € R nennt man
Re(c) := a den Realteil und Im(c) := b den Imagindrteil.

. Sei K ein Kérper und R = K[X] der Ring der Polynome tiber K. Dieser Ring ist kein
Korper, aber man kann sich einen Korper iiberlegen, der K[X] enthélt. Und zwar so:
Auf R x (R\ {0}) wird durch

(p1,p2) ~ (q1,92) <= Fu,v e R\ {0} : (up1,up2) = (vq1,vq2)

eine Aquivalenzrelation definiert. (Beweis: Ubung.) Die Elemente von K (X) := (R x
(R\ {0}))/~ heiBen rationale Funktionen.

Statt [(p1,p2)]~ schreibt man L und statt & einfach p;.

Rationale Funktionen sind also Briiche von Polynomen, und die Aquivalenzrelation
gewdhrleistet das Kiirzen und Erweitern von Briichen.

Beachte: Rationale Funktionen sind nicht Funktionen im Sinn von Abschnitt 3, sondern
heiflen blof so. In Wahrheit handelt es sich um rein algebraische Gebilde. Es ist deshalb
auch egal, ob der Nenner fiir eine bestimmte ,,Belegung®“ von X mit einem Element von
K Null wird. Das Symbol X steht hier nicht fiir eine Variable, sondern fiir das Element
(0,1,0,0,...) € K[X] (vgl. Bsp. 9 nach Def. 15).

Jedenfalls gilt: K(X) ist ein Kérper, wenn man Addition und Multiplikation definiert
durch

P, @ _ P + Pp2q1

b2 q2 q1492
b1 @1 _ pip2
P2 q2 q192

Diese Definitionen sind reprisentantenunabhéngig. (Beweis: Ubung.) In ganz dhnlicher
Weise wie K (X) aus K[X] erzeugt wird, erhélt man den Korper Q aus dem Ring Z.

. Sei K ein Koérper und R = K[[X]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber K. Dieser
Ring ist kein Kérper, da nicht jedes a € R\ {0} ein multiplikatives Inverses in K[[X]]
hat. Zum Beispiel ist a = X nicht invertierbar. Man kann aber zeigen, dass eine formale
Potenzreihe ) 2 ) a,X™ genau dann invertierbar ist, wenn ag # 0 ist. Das motiviert
folgende Konstruktion:

Betrachte die Menge

K((X)) == {0} U { 3 auX" € K[[X]] : ag # o} Y/

n=0

Wir schreiben X¢> > ja, X™ oder > 02 a,_X" statt (ZZOZO ap X", e) und definieren

n=0

Addition und Multiplikation in der Weise, die durch diese Notation suggeriert wird,
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also insbesondere (X¢ay) - (Xay) := X7 (a1az), wobei ajay das Produkt in K[[X]]
bezeichnet. (Beachte: der Koeffizient von X 0in ajaqy ist genau das Produkt der Koeffi-
zienten von X° in a1 und a9, also von Null verschieden.)

Von 0 verschiedene Elemente X€a € K((X)) kann man dann immer in K((X)) in-
vertieren: (X¢)™! = X ¢a~!, wobei a~! das multiplikative Inverse von a in K[[X]]
ist.

Die Elemente von K ((X)) heiflen formale Laurent-Reihen.

K((X)) ist ein Korper.

Allgemein bedeutet , K ist ein Korper“, dass man mit den Elementen von K in gewohnter Weise
rechnen kann, d. h. dass es in K eine Addition, eine Subtraktion, eine Multiplikation und eine Division
gibt, die den gewohnten Rechenregeln gehorchen. Das allein ist fiir die Theorie der Linearen Algebra
entscheidend. Es ist unbedeutend, ob wir in Q oder in R oder in irgendeinem anderen Koérper rech-
nen. Wir werden Definitionen und Sétze deshalb fiir einen beliebigen Koérper K formulieren, anstatt
mehrmals fiir verschiedene konkrete Korper. In Beispielen betrachten wir meist K = Q oder K = R.
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Teil 11

Vektoren und Matrizen
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7 Vektoren

Ab jetzt sei K = (K, +, ) immer ein (beliebiger) Kérper.

Definition 17. Ein Element von K" = K x -+ x K heift Vektor (im engeren Sinne, vgl.
Def. 29). Die Addition von Vektoren ist definiert durch

+: K" x K" — K", (al,...,an) —1|\- (bl,...,bn) = (al—*—bl,ag +b2,...,an+bn).
Vektor-Addition Korper-Addition
Die Skalarmultiplikation ist definiert durch

. n n -
S Kx K'Y= K" a-(a,...,a,) = (a-a1,aa,...,aa,).
Skalarmultipliation Korper-Multiplikation
ai

Statt (aq,...,a,) schreibt man auch

an

Im Fall K = R, n = 2 lassen sich Vektoren als Punkte in der Ebene oder als ,,Richtungen“ interpretie-
ren.

) €2
2
(23
— . -+
3
3
£ 4
2
t t t t 1o t t t t I
(0,0)

Bei der Interpretation von Richtungen als Pfeilen ist der Startpunkt des Pfeils ohne Bedeutung. Pfeile,
die gleich lang sind und in die gleiche Richtung zeigen, veranschaulichen den gleichen Vektor, selbst
wenn ihre Startpunkte verschieden sind.

Addition mit einem Vektor entspricht der Verschiebung eines Punktes bzw. der Kombination zweier
Richtungen.
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Z2

Skalarmultiplikation entspricht der Streckung oder Stauchung eines Vektors.

2a
o [/ /o

Fiir n > 2 ist die geometrische Anschauung entsprechend, wenn auch weniger angenehm zu zeichnen.

Vektoren werden zum Beispiel verwendet, um physikalische Gréflen wie Geschwindigkeiten, Beschleu-
nigungen oder Kréfte zu beschreiben. Neben einer bestimmten ,,Stérke“ (ausgedriickt durch die Linge
des Vektors) haben diese Grofien ndmlich auch eine bestimmte Richtung, in die sie wirken. Mit anderen
Begriffen, z. B. Zeit, Masse oder Energie, sind dagegen keine Richtungen verbunden. Physiker sprechen
in diesem Fall von ,skalaren Grofien®.

Satz 13. (K", +) ist eine abelsche Gruppe. IThr Neutralelement ist 0 := (0, ..., 0).

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition von + und der Tatsache, dass (K, +) eine
abelsche Gruppe mit Neutralelement 0 ist. [

Kommutativitat Assoziativitit
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Satz 14. Fiir alle o, 8 € K und alle v, w € K" gilt:

[y

(a+pB)v=a-v+pF-v
2. (af)-v=a-(8-v)

5. av=0=a=0Vv=0

Beweis. Ubung. ]

(a+ B)v
=av+ fv

Anschauung zu Punkt 1 Anschauung zu Punkt 3

Mit Vektoren kann man geometrische Objekte beschreiben. Zum Beispiel ist
A(a,b,c) :={aa+Pb+~yc:a,B,y€[0,1],a+8+y=1}

das Dreieck mit den Eckpunkten a,b,c € R™:

1 1 1
s.a+3-b+ % -
37473 3¢ c=0-a+0-b+1-¢
o
a=1-a4+0-b+0-c¢c
[

e 0-at+i-b+1i-c

[ )
b=0-a+1-b+0-c

Ein Ausdruck der Form
Q101 +--- 4+ Ay Uy

mit aq,...,0, € Kund vy,...,v, € K" heifit Linearkombination von v1,...,v,. Von besonderem
Interesse in der linearen Algebra sind die geometrischen Objekte, die aus allen Linearkombinationen
von bestimmten gegebenen Vektoren bestehen.

Sind zum Beispiel vy, ve zwei Vektoren im R?, so ist { av; + Bvg : a, 3 € R} eine Ebene durch die
Punkte (0,0), v; und vg, ...
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U1

V2

... es sei denn, dass fiir ein bestimmtes Paar (a, ) € R?\ {(0,0)} gilt av; + fvg = 0. In diesem Fall
wire { avy + fug : o, 8 € R} = {aw; : @ € R} blof eine Gerade durch die Punkte (0,0) und v; (und
vy ein Punkt irgendwo auf dieser Gerade), es sei denn, dass sogar v1 = vg = 0 ist. In diesem Fall wiire
{av1 + Pva : a, € R} = {(0,0)} blof ein isolierter Punkt.

Definition 18. vy,..., v, € K" heiflen linear abhingig, falls es aq, ..., a;, € K gibt, von de-
nen mindestens eins von 0 verschieden ist, und fiir die gilt ayv1+- - -+ v = 0. Anderenfalls
heiflen vy, ..., vy, linear unabhdingig.

Beispiel. Die Vektoren

1 4 7
21, 51, 8
3 6 9
sind linear abhéngig, weil
1 4 7 0
1-(2|4+(=2)-[5]+1-|8] =10
3 6 9 0
Achtung: Aus der paarweisen linearen Unabhéngigkeit von v; und v; fiir alle 4, j folgt im
allgemeinen nicht, dass vy, ..., vy, insgesamt linear unabhéngig sind. Im vorliegenden Beispiel
1 4 1 7 4
sind [ 2 | und [ 5 | linear unabhéngig, und | 2 | und | 8 | sind linear unabhéngig, und | 5
3 6 3 9 6
7
und | 8 | sind linear unabhéngig, aber alle drei Vektoren miteinander sind abhéngig.
9

Fiir Teilmengen A C B C K" gilt nur: wenn A linear abhéingig ist, dann auch B, und wenn B
linear unabhiingig ist, dann auch A. Aber aus der linearen Unabhéngigkeit von A folgt nichts iiber die
lineare Unabhéngigkeit von B, und aus der linearen Abhéngigkeit von B folgt nichts iiber die lineare
Abhingigkeit von A (vgl. Satz 39 in Abschnitt 14).

Anschauung: Wenn v1,vs,v3 € R? linear abhéingig sind, dann liegt der Punkt vs in der Ebene durch
die Punkte (0,0,0), v; und vs.

Satz 15. Seien vq,...,v,, € K" und
U:={av1+ -+ anvm:ag,...,an, € K} CK"
die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v,,. Dann ist (U, +) eine Untergruppe von

(K™, ).
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Beweis. Zu zeigen: (a) U #0, (b)Va,beU:a+beU, (c)VaecU:—aecU.
zu (a): 0 =0vy + - 4 0v,, € U.

zu (b): Seien a, b € U. Nach Definition von U gibt es dann a, ..., € Kund 51,...,6, € K
mit

a=ou1 + -+ apvy
b= pBv1 + -+ Brnvm.

Daraus folgt durch Addition der beiden Gleichungen

a+b= (a1 +B1)v1+ -+ (n + Bm) vm € U.

€K eK
zu (c): Sei a € U, etwa a = ajv1 + -+ + apvy, fiir gewisse ayq, ..., a, € K. Dann gilt auch
—a=—(qv1 + -+ apvy) = (—aq)v1 + - + (—am)om € U. n

8 Matrizen

Definition 19. Seien n,m,k € N. Eine Matriz ist ein Element von K"*™ := (K™)". Schreib-
weise:

a1 o aim
A= ((ai,j))?;nf,j:1 = : e KM,
ani -+ G
at,j
Der Vektor : € K" heifit die j-te Spalte von A, der Vektor (a;1,...,a;m) € K™ heifit
Qnp, 5

die i-te Zeile von A.

Konvention: Bei einem Doppelindex (i, j) bezieht sich immer die erste Komponente auf die
Zeile und die zweite auf die Spalte, in der der Matrixeintrag a; ; steht. Insbesondere hat eine
(n x m)-Matrix stets n Zeilen und m Spalten.

Fir
a1l o aim bii o big
A= - =+ | €K™ uwd B=| : . |eK™
an,1 " QGnm bm,l T bm,k
wird das Matrizprodukt

1,1 CLk

Cn,l1 " Cnk

definiert durch ¢; j := Y  a;ebe; (i=1,...,n,j=1,... k).
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Beispiel.

1.

3.

123\ (L
45630
21 4

[1-1+2-3+3-2] 1-(-1)+2-0+3-4
4-145-3+6-2 4-(=1)+5-0+6-4

(13 11\ o
_<31 20>€R '

L -1\ 0y [ 1-14+(=1)-4 1-24(=1)-5 1-3+(~1)-6
<4 s lg) = 3-1+0-4 3:240-5 3-3+0-6
2 4 / 2-1+4-4 2-244-5 2-3+4-6
-3 -3 -3
=13 6 9 |cRrR>
18 24 30

Das Matrixprodukt

1 3 0\ /1 2 3
-1 2 4)\4 5 6

ist nicht definiert. Die Formate passen nicht. In einem Matrixprodukt A - B muss A
genau so viele Spalten haben wie B Zeilen hat.

. Vektoren (d.h. Elemente von K") lassen sich als spezielle Matrizen auffassen, je nach

Bedarf als Elemente von K" (dann spricht man von Zeilenvektoren) oder von K™*!
(dann spricht man von Spaltenvektoren). Insbesondere kann man Matrizen mit Vektoren
multiplizieren, wenn die Formate passen. Zum Beispiel:

12 3\ /1 1-1+2-(=1)+3-2 5
45 6) (1 = |4-145-(-1)+6-2| =11
78 9/ \2 7148 (=1)+9-2 17
12 3
(1,-1,2)- |4 5 6| =(11,13,15).
789

Fiir Vektoren in K" wollen wir uns nicht festlegen, ob sie nun Zeilen- oder Spaltenvek-
toren sein sollen. Es sind einfach Vektoren. Wenn es auf eine bestimmte Interpretation
ankommt, wird immer aus dem Zusammenhang klar sein, welche gemeint ist.

Insbesondere wollen wir folgende notationelle Konvention machen: Sind vy, . .., v, € K"
Vektoren, so bezeichnet (v1,ve, ..., vy) € K™ die Matrix, deren Spalten die v1, ..., vy,

sind. (Dabei werden die v; also als Spaltenvektoren interpretiert.) Dagegen soll mit der
U1

Notation : € K™*" die Matrix gemeint sein, deren Zeilen die v1,...,v,, sind.

Um,
(Dabei werden die v; also als Zeilenvektoren interpretiert.)
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Eine Matrix A € K"*™ beschreibt eine Funktion ¢: K™ — K", ¢(v) := A-v. Diese Funktion , transfor-
miert“ den Raum K™ auf eine bestimmte Weise in (eine Teilmenge von) K”. Eine klassische Anwendung
ist das Zeichnen von dreidimensionalen Objekten auf zweidimensionalem Papier. Hierbei ist m = 3,
n = 2, und eine mogliche Matrix ist

o =

Ein Punkt (z,y,z) € R wird von A auf den Punkt (z — 32,y — 2z) € R? abgebildet. Beachte, dass
mehrere Punkte der Ebene dasselbe Urbild im dreidimensionalen Raum haben koennen. Zum Beispiel
ist (1,1,0) # (2,2,2), aber ¢(1,1,0) = ¢(2,2,2) = (1,1).

Ist A € K" und ist e; = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te Einheitsvektor, also der Vektor, an dessen
i-ter Komponente eine 1 steht und dessen andere Komponenten alle 0 sind, so ist A - e; genau die
j-te Spalte von A und e; - A die i-te Zeile. Die Spalten von A zeigen also an, auf welche Punkte die
Einheitsvektoren abgebildet werden.

— O O

(o) ()

Weitere Beispiele im Fall n = m = 2:

o A= ((1) g) dehnt die Ebene in vertikaler Richtung.

e B= % (} 11) dreht die Ebene um 45 Grad entgegen dem Uhrzeigersinn.

o C'= (1 (1)) bewirkt eine sogenannte Scherung der Ebene.
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Satz 16. Fiir alle A € K™, B e K™*k C e KF*¢ gilt (A-B)-C=A-(B-C).

Beweis. Scien A = ((a;)))% 1, B = ((bi))jF ;1. C = ((ci))P ,_- Der (i, j)-te Eintrag

von (A - B) - C lautet dann

k m k. m m k m k
Z ( ai,vbv,u) Cu,j = Z Z ai,vbv,ucu,j = Z Z ai,vbv,ucu,j = Z (ai,v Z bv,ucu,j) ,
u=1 ‘v=1 u=1v=1 v=1u=1 v=1 u=1
und letzteres ist gerade der (i, j)-te Eintrag von A - (B - C). Da alle Eintréige von (A - B) - C
und A - (B - C) iibereinstimmen, folgt die Behauptung. m

Daraus folgt insbesondere, dass Matrixmultiplikation der Verkettung der entsprechenden Funktionen
entspricht. Aulerdem folgt, dass (K™*™, ) ein Monoid ist, mit der sogenannten Einheitsmatriz

1 0 --- 0

I, := 0
0
0 0 1

als Neutralelement. Ist es auch eine Gruppe?

Beispiel.
1. A= L2 ist invertierbar: fiir B = -2 1 ilt
3 4 3 _1]8
2 2
A-B=B A= (é (3) _ I
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2. A= Lo ist nicht invertierbar, denn gébe es eine Inverse B = bii biz , dann
10 ba1 b2

miisste gelten:
1)171 b172 1 0 . 5171 + b172 0 i 1 0
ba1 b22 1 0/ ba1+bao O —\0 1)”

big+bio=1 0=0
bQ’l + b2,2 =0 0=1.

also

Die vierte Gleichung ist offensichtlich nicht zu erfiillen, egal wie wir die b; ; wéihlen.

Definition 20. GL(n,K) :={A € K"" :3 B € K"" : AB = BA = I, } heiit die lineare
Gruppe der Grofle n iiber dem Korper K.
Die Matrix B mit AB = BA = I,, heiit Inverse von A. Notation: A~! = B.

Wegen Satz 16 ist klar, dass GL(n,K) zusammen mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet.
Diese Gruppe ist nicht kommutativ, z. B. gilt

1 2\ /5 6\ (19 22

3 4)\7 8) \43 50)’

5 6\ (1 2\ (23 34

7 8)\3 4) \31 46/
In diesem Zusammenhang sei an die allgemeine Rechenregel (AB)~! = B~ A~ erinnert.
Satz 17.

1. K™*" bildet zusammen mit der Addition

a1 v Aip big - bin aj1+bir 0 arntbia

Gn,1 -+ Gnn bn,l cee bn,n an,l+bn,1 T an,n+bn,n
und der Matrixmultiplikation einen (nicht-kommutativen!) Ring.

2. Fiir die Skalarmultiplikation

[ a1,m aayl v aalm
CKXKPT KU o o 1 | =
. s : .. : =

an,1 *°° Qnm Qlp,1 -+ Qdpm

und die Addition (die fiir nicht quadratische Matrizen analog definiert ist) gelten die
Gesetze a(A + B) = aA+ aB, (a+ B)A = aA + BA, (af)A = a(fA), 1A = A, und
(@A)C = a(AC), jeweils fiir alle o, 8 € K, A, B € K™*™, C € K™*F,

Beweis. Ubung. m
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Satz 18. Seien A € K(mtn2)x(kitks) p ¢ Kkitka)x(mitma) o = AR ¢ K(nitn2)x(mi+mz)
Schreibe
A (A1,1 A1,2) _ <B1,1 31,2) _ <Cl,1 01,2)
Ag1 Ao/’ By1 Baa)’ Co1 Ca2
fir A; ; € Kmi<k; B;; € KF:xm; ynd C;i; € K">™i fur 4,5 € {1,2}. Dann gilt

Cip=A11B11+ A28, Ci2=A11B12+ A1 2B,
Co1 = A21B11+ A22B31, Co2 = A21B12+ A32B95.

T H HH H

%@@

Beweis. Wir beweisen den Spezialfall ny = no = k1 = ko = my = mg =: n. Den allgemeinen
Fall kann man sich zur Ubung selbst iiberlegen.

Schreibe A = ((ai )i, B = ((bi))7-1, C = ((cij))i=,- Dann gilt A1y = ((ai 7)1,
A2 = ((@ij+n))ij=1s A21 = ((@igng))7 =10 A22 = ((@itn,j+n))ij=1, und entsprechend fiir

die Blocke in B und C.
Sei (i,j) € {1,...,2n}? beliebig. Dann gilt

Cij = Zaz kbk] Zaz kbk] + Z a; kzbk] Zaz kbk,] + Zaz k-l—nblc—I—nj

k=n+1
Daraus folgt die Behauptung. =
Beispiel.
1.
1 20 6 7 0 22 25 0
3 40 8 9 0] =150 57 O
0 05 0 0 10 0 0 50
ai
2. Ist A= | : | € K" eine Matrix mit den Vektoren ay,...,a, € K™ als Zeilen und
G,
ist x = (x1,...,2,) € K" ein Vektor, so ist

A = x101 + -+ - + 2pa, € K™
die Linearkombination der Zeilen von A mit den Komponenten von z als Koeffizienten.

Ist A= (ai,...,am) € K" eine Matrix mit den Vektoren ay,...,a, € K" als Spalten
und ist x = (z1,...,2y) € K™ ein Vektor, so ist

Ar =a1x1+ - + amxy € K"
die Linearkombination der Spalten von A mit den Komponenten von x als Koeffizienten.

Insbesondere ist e; A die i-te Zeile von A und Ae; die j-te Spalte von A, wenn e;, e; die
entsprechenden Einheitsvektoren sind.
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Definition 21. Die Transposition von Matrizen ist definiert durch

T
a1l vt Qlm a1t Glgp

‘T: Knxm N Kmxn’ _

an,1 " Gnm am,1 * Omn

12 3\" /147
Beispiel. [4 5 6 =12 5 8

7 8 9 36 9
Satz 19.

1. Fiir alle A € K™™ und B € K™** gilt (AB)T = BT AT,

2. Fiir alle A € GL(n,K) gilt (A7) = (4",

Beweis.

1. Es seien a;; und b; ; die Eintrége von A bzw. B in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Der
(1,7)-te Eintrag von (AB)T ist nach Definition der Transposition gleich dem (j,4)-ten
Eintrag von AB, und dieser ist nach Definition der Matrixmultiplikation gleich

m
Z Cijbgﬂ‘.
(=1

Der (i, j)-te Eintrag von BT AT ist

m m
E beiaje= ) ajibg;.
=1 T =1

(¢,7)-Eintrag von AT

(i, £)-Eintrag von BT
Die Eintriage sind also gleich.

2. Es gilt AA~! = I,,. Mit Teil 1 des Satzes folgt

—_—
=(A-1)TAT
und
(A7*A)T =1,
——
:AT(Afl)T
also (AH)TAT =AT(A )T =1, ]
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Definition 22. Sei 7 € S, eine Permutation. Dann heifit die Matrix A = ((a;;))7;-; € K™*"

mit
S 1 falls (i) =7
“J771 0 sonst

die zu 7w gehorige Permutationsmatriz.

Beispiel. Die zu 7 = [; i g le] € Sy gehorige Permutationsmatrix lautet
0100
00 01
A= 0010
1 000

Zum Beispiel steht in Zeile 2 eine Eins in der vierten Spalte, weil 7(2) = 4 ist.

Multiplikation einer Permutationsmatrix mit einem Vektor permutiert die Eintrédge des Vek-
tors:

0100 a O0a + 16+ 0c+ 0d b
000 1|[6] [oatob+oc+r1d| [d
0 010 c|l |0a+0b+1c+0d| |c
1 0 0O d la + 0b+ Oc + 0d a

A ist genau dann eine Permutationsmatrix, wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine
Eins und sonst nur Nullen stehen.

Satz 20. Es sei P, die Permutationsmatrix zu einer Permutation = € .S,,. Dann gilt:
1. Vm,0€ S8, : Py = PPy,
2.VreS,:P,a=P =P

3. Fiir jede Matrix A = ((a;;));j=; und je zwei Permutationen 7 € Sp, 0 € Sy, gilt

((aw(i),g(j)))Z}Zl = PﬂAPC:I-

Beweis.

1. Seien 7,0 € S, beliebig. Nach Definition ist

. , 1 falls7(i) =j
Pr = ((aij))ij=1 mit a;; = { 0 sonst g

. _ 1 fallso(i) =3
Py = ((bij))ij=1 mit b;; = { 0 sonst 0=

Sei Pr Py = ((¢i;j))ij=1- Dann gilt:

Cij = Z a; kbr,j
k=1
(1 falls7(i) =kund o(k) =j
“ 1 0 sonst
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:{ 1 falls o(m(i)) = j

0 sonst

[ 1 falls (om)(i) =
| 0 sonst
2. Aus der Definition folgt unmittelbar P,q = I,,. Unter Verwendung von Teil 1 erhélt man
daraus

I,=Pqg=PFP-1=PFP1P; und I,=Pgq=PFP,-1,=PFP:P.
und damit Pt = P 1.

Die Behauptung P,-1 = P, folgt aus 7(i) = j <= 7 '(j) =1.

3. Wir verwenden die Kronecker-Delta-Funktion

Ouw i=

)

1 fallsu=w
0 sonst

fiir u,v € N. Dann ist Pr = ((0x(),5))7j=1 € K" und Py = ((65(:),5))i=1 € K™*™.
Wegen Teil 2 gilt P, ! = ((9;

io(j)))i—=1- Fiir den Eintrag an Position (7, j) von P AP; !
ergibt sich deshalb

2,7=1"
n n
O (i), Z ak101,0(5)5
1 =1
—_————

ko (4)

k=

/

=0 (i),0(4)

wie behauptet. u

Die Abbildung h: S, = GL(n,K), 7 — P,—1 ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

9 Gleichungssysteme

Viele Probleme in der linearen Algebra lassen sich zuriickfithren auf ein Problem von folgendem Typ:
Gegeben A € K™"*™ finde alle x € K™, so dass Ax =0 € K".

Man nennt dieses Problem ein lineares Gleichungssystem und L = {z € K™ : Az = 0} dessen
Losungsmenge. Jedes Element x € L heifit Lisung des Gleichungssystems. Man sagt auch, L ist der
Kern der Matrix A, Notation: ker A := L.

e Wie findet man Losungen eines linearen Gleichungssystems?

e Was ldsst sich iiber die Struktur der Losungsmenge sagen?

Schreibe
@11 ot A1m

ap1 - Up,m
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fiir die bekannten Daten und

z1
T =
Tm
fiir die unbekannten Daten. Dann lautet das Problem also, alle 1, ..., z,, € K zu finden mit

a1,171 + -+ a1,mTm =0
A agix1+ -+ a2 mT,m =0
N
AN AnaT1+ -+ Ty = 0.
Das System besteht aus n Gleichungen und m Variablen.
Beispiel:
201+ Txe =0
3.’171 — 2$2 =0.
Beobachtung: Die Losungsmenge éndert sich nicht, wenn man
e Gleichungen mit einer von 0 verschiedenen Konstanten multipliziert,
e Das c-fache einer Gleichung zu einer anderen Gleichung dazuaddiert, fiir ein beliebiges ¢ € K,

e Gleichungen vertauscht.

All diese Operationen lassen sich durch eine Operation vom gleichen Typ wieder riickgéngig machen.

Idee: Verwende diese Operationen, um ein gegebenes Gleichungssystem systematisch in eine Form zu
bringen, aus der sich die Losungen leicht ablesen lassen.

Beispiel.

1.
I|2x1+729=0
II | 321 — 220 =0

MST-31 | 200 + T2p = 0
— II | Oz — 225 =0
II

——5ell 1221 +729=0
= 1| Ozy + 129 =0

I:”:—ZH I|2x1+020=0
II | Oy + 122 =0
1
=51 I|1z1+0x9=0
= 1| 02y + 129 = 0
<~ (xl,xg) = (0,0)

Also ist in diesem Fall L = {(8)} die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Handlichere Schreibweise fiir die gleiche Rechnung:

2 7 1—3/2 2 7
A 25 2 A
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RN I

2.
I| 221 —329=0
II | =421 4+ 629 =0
Hgﬂ 1|21 —325=0
IT | Oz1 +0z2 =0
<= 201 — 329 =0

In diesem Fall kann x9 beliebig gewéhlt werden, z.B. 22 = a € Q, und fiir jede Wahl
gibt es genau eine passende Wahl von x1, ndmlich z; = %a. Die Losungsmenge hat also

die Gestalt
L= {a<3{2> raeQ}.

3. Ein Beispiel mit drei Gleichungen und drei Variablen:
I|0x1+4290 —23=0
IIT | 121 — 29+ 223 =0

Wir verwenden gleich die handlichere Schreibweise:

0 -1 1 2 0 -1
1 0 j < 0 4 -1 1 <
1 -1 2 1 -1 2 +
1 2 0 12 0 0
0 -1 5o (04 1 < (04 41 e
0 -3 2 J+ 00 2/ -2 00 1 j
1 20 ﬁ+ 1 00
040|322 « Jo1o0
0 01 0 01
0
Die Losungsmenge ist also offensichtlich L = {[ 0 | }.
0

Definition 23.

1. Eine Matrix A heifit in Treppenform (TF) (engl. echelon form), falls gilt:

(a) A= (1,%x%,...,%) € K" oder
(b) A =0, oder
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(c) A=1. fiir eine Matrix B € K™~ Dx(m=1) in Treppenform, oder

(d) A=]: B fiir eine Matrix B € K™ (m~1) in Treppenform.
0

Dabei stehen die Symbole x* fiir beliebige (nicht notwendigerweise identische) Elemente
von K.

2. Ist A in Treppenform, so heiflen die Stellen (4, j) mit a;; = a;2 = -+ = a;,j—1 = 0 und
a;; = 1 die Treppenstufen von A.

3. A heiBt Treppennormalform (TNF) (engl. reduced echelon form), falls A in Treppenform
ist und zusétzlich fiir alle ihre Treppenstufen (7,7) gilt a1; =as; =--- = a;—1; = 0.

Beispiel. Eine Matrix in Treppenform:

1 % % % % % % % % * * * ok ok ok
0 0 1 * x * % * * % * x * * %
0 00 0 0 0 1 % % % x % % % %
0000 O0O0O0 1 % % % % % *x x
000 0O0O0O0O0O 1T % *x % *x *x x
0 0O0O0OO0OO0OO0OOTO OO OQ O0OT1 % %
00 0O0OO0OO0OOOOOOODO OO OO
0O 00O0O0OOOOOOOOSOQO0OO 0
FEine Matrix in Treppennormalform:
1 « 0 « x x 0 0 0 *x *x 0 % *x =
001 «x % % 000 % x 0 * *x x
000 0O0OO0OT1O0O0 =« % 0 % *x x
000 0O0O0OO0OT1TO0OS=* *x 0 * % x
000 0O0O0OO0OO0OT1=x % 0 % % x
0 0O0O0OO0OO0OO0OOTOUO® O0OT1 % % =
0O 00O0OOO0OO0OOOOOO OO OT® 0O
00 0O0OO0OO0OOOOOOOOQO0ODO

Definition 24. Zwei Matrizen A, B € K™*™ heiflen dquivalent, geschrieben A <> B, falls
es Matrizen FEq,...,E; € K"*" gibt, so dass A = EpEy_1 --- E1B, wobei jedes E; eine der
folgenden drei moglichen Formen hat:

1. Alle Eintréige jenseits der Diagonalen sind 0, die Eintréage auf der Diagonale sind nicht 0,
und mindestens n — 1 dieser Eintrige sind 1.

2. Alle Eintrége auf der Diagonalen sind 1, die Eintrége jenseits der Diagonale sind bis auf
hochstens eine Ausnahme 0.
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3. Eine Permutationsmatrix fiir eine Permutation, die n — 2 Punkte fest ldsst und die
beiden anderen miteinander vertauscht.

Matrizen dieser Form heilen Elementarmatrizen.

Beachte: Die Multiplikation einer Matrix von links mit einer dieser Matrizen entspricht genau der
Anwendung der vorher genannten Zeilenoperationen. Multiplikation dieser Matrizen von rechts bewirkt
die entsprechende Operation auf den Spalten der Matrix.

Satz 21.

1. < ist eine Aquivalenzrelation auf K<™,
2. Jede Aquivalenzklasse enthélt genau eine Matrix in Treppenormalform.

3. Zwei Matrizen haben genau dann den gleichen Kern, wenn sie dquivalent sind.

Beweis. (Skizze)

1. Ubung.

2. Dass es mindestens eine TNF gibt, ergibt sich aus dem im folgenden beschriebenen
Gauf3-Algorithmus, der eine solche Form berechnet.

Fiir die Eindeutigkeit argumentiert man per Induktion iiber die Anzahl der Spalten der
Matrix und verwendet die rekursive Struktur der Definition.

3. Man konstruiert eine bijektive Abbildung zwischen den Matrizen in Treppennormalform
und den Mengen, die als Losungsmenge eines Gleichungssystems auftreten kénnen. m

Diese Argumente sind zugegebenermafien nicht das, was wir normalerweise unter einem Beweis ver-
stehen. Das ist unbefriedigend, zumal der Satz durchaus eine zentrale Bedeutung fiir den Aufbau der
linearen Algebra hat und man stets vermeiden sollte, Folgerungen aus Behauptungen zu ziehen, die
nicht liickenlos bewiesen wurden. Selbstverstindlich kann man den Beweis des Satzes auch nach allen
Regeln der Kunst formal sauber aufschreiben. Nur wird er dann recht technisch und linglich, und
man sieht nicht wirklich, was vor sich geht. Wir wollen deshalb ausnahmsweise darauf verzichten, und
uns stattdessen anhand von Beispielen von der Richtigkeit der Aussagen iiberzeugen. Wer dem nicht
traut, sollte keine Schwierigkeiten haben, in der einschligigen Literatur einen ausformulierten formalen
Beweis zu finden.

Um die Losungsmenge eines Gleichungssystems zu bestimmen, bringt man die Matrix zuerst in Trep-
pennormalform. Daraus kann man dann eine explizite Darstellung der Losungsmenge ablesen. Wir
formulieren dieses Vorgehen als drei separate Algorithmen. Der erste bringt eine gegebene Matrix in
Treppenform, der zweite eine gegebene Treppenform in Treppennormalform, und der dritte bestimmt
aus einer gegebenen Treppennormalform eine Beschreibung des Kerns. Alle drei Algorithmen bezeich-
net man als Gauf-Algorithmus oder Gaufs-Elimination.
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Algorithmus 1. Eingabe: A = ((ai,j))?;szl e Knxm
Ausgabe: Eine zu A dquivalente Treppenform.

1 r:=1

2 fire=1,...,m:

3 wenn 3 p € {r,...,n}: Alp,c| # 0, dann:

4 wéhle so ein p

5 wenn p # r, dann vertausche die Zeilen p und r

6 multipliziere die Zeile r mit 1/A[r, ¢]

7 fire=r+1,...,n:

8 addiere das (—AJi, c])-fache der Zeile r zur Zeile 4
9 r=r+1

10 gib A als Ergebnis zurtick

Der Algorithmus ist so beschrieben, dass er die Eintrdge der Matrix A im Laufe der Rechnung
verdndert. Mit der Notation A[i,j] sind die Kérperelemente gemeint, die zum aktuellen Zeitpunkt
gerade an Position (4, j) in der Matrix stehen. Insbesondere gilt also A[r,c] # 0 in Schritt 6, denn
durch die Vertauschung in Schritt 5 steht jetzt in Schritt r, was vorher in Zeile p stand, und diese Zeile
war in Schritt 4 gerade so gewéhlt, dass A[p, ¢] # 0 ist.

Algorithmus 2. Eingabe: A € K™*™ in Treppenform
Ausgabe: Eine zu A &dquivalente Treppennormalform.

1 firr=mn,...,1:

2 wenn 3 j € {1,...,m}: A[r, j] # 0, dann:

3 wéhle das kleinste solche j

4 fuiri=1,...,r—1:

5 addiere das (—Ali, j])-fache von Zeile r zur Zeile i
6

gib A als Ergebnis zuriick

Beispiel. Wie kommt man von einer TNF zur entsprechenden Losungsmenge? Betrachte

1 03 06 0
12 0 5 0
1 40
1
Als Gleichungssystem geschrieben:
I | + 3z3 + 6x5 =0
II Tro + 2x3 + 5x5 =
111 x4 +4xs =
v zg =0

Wir stellen jede Gleichung nach der ersten vorkommenden Variablen frei und ergéinzen zur
Verdeutlichung der Situation triviale Gleichungen fiir die Variablen, die keine eigene Gleichung
haben:

xTr1 = —3333 — 6£U5
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To = —21’3 — 51’5

I3 = a3
T4 = —4xs
Ty = Iy
T — 0

In dieser Darstellung sieht man, dass die Losung von zwei frei wihlbaren Parametern abhéngt,
die 3 und x5 entsprechen. Fiir jede (beliebige) Wahl von x3 und z5 sind die Werte aller
anderen Variablen dann eindeutig bestimmt. Die Losungsmenge lésst sich also schreiben als

-3 —6
-2 -5
1 0
L—{a 0 + 5 4 .a,ﬁEQ}.
0 1
0 0

Trick: Die Vektoren, die in der Beschreibung der Losungsmenge stehen, kann man wie folgt
bekommen. Erginze die TNF mit zusétzlichen Zeilen der Form (0,...,0,—1,0,...,0), und
zwar so, dass eine Matrix entsteht, die unterhalb der Diagonalen lauter Nullen hat, und auf
deren Diagonalen nur +1 und —1 stehen. Die Losungsmenge L besteht dann genau aus den
Linearkombinationen aller Spalten, bei denen —1 auf der Diagonalen steht.

Im vorliegenden Beispiel ist in der TNF eine solche Zeile zwischen der dritten und der vierten
sowie zwischen der vorletzten und der letzten Zeile einzufiigen. Man erhélt dann

1 0[3]0[6]0
01/2]0]5]0

neu =0 0 [-1] 0 0] 0]
0 0lo[1]4]0

neu =0 0 [0 0 |-1] 0]
0 0[o]oo]1
O

Algorithmus 3. Eingabe: A € K"*™ in TNF
Ausgabe: Eine Menge {b1,...,b;}, so dass

L:{albl—i—---—i—akbk:al,...,akEK}

die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = 0 ist.

1 firr=1,...,m:

2 wenn A[r,r] = 0, dann:

3 fiige —e, = (0,...,0,—1,0...,0) € K™ als zusétzliche Zeile zwischen der rten und
der (r — 1)ten ein.

4 B=40

5 fire=1,...,m:

6 wenn Alc, ] = —1, dann:

64



All, (]
7 B=BU({ : }

Aln, ]
8 gib B als Ergebnis zuriick
Algorithmus 4. (GauB-Algorithmus)

Eingabe: A € K"*™
Ausgabe: Eine Menge {b1,...,b;}, so dass

L:{albl—i—---—i—akbk:al,...,akGK}

die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = 0 ist.

1 Berechne eine Treppenform B von A mit Algorithmus 1

2 Berechne eine Treppennormalform C' von B mit Algorithmus 2
3 Berechne {b1,...,bt} aus C' mit Algorithmus 3

4 gib {b1,...,bx} als Ergebnis zuriick.

Beispiel. Es sei die Matrix

10101
12 210
A_01121
2 2 211

gegeben. Die Eintréige seien als Elemente von Zs zu verstehen, d.h. es gilt z.B. 2-2 =1 und
14 2 = 0. Gesucht ist der Kern von A.

Schritt 1: Berechnung einer Treppenform von A. Der Algorithmus arbeitet sich dazu von links
nach rechts durch die Spalten der Matrix. In jedem Schritt ist nur die jeweils eingerahmte
Teilmatrix relevant. Dieser eingerahmte Teil wird in jedem Schritt um eine Spalte kiirzer.

1 01 01 2 A 1 01 01
12 210 ]+ 012 1 1 2| |-2
—
01121 01 1 21
2 2 2 1 1) +—+ 012 0 1 2
1 01 01 1 01 01
011 2 2 1 2 012 21
— —
011 1 21 ]+ 0 01(2 0 Off |-2
012 01 2/ +——+ 0 012 00
1 01 01 1 01 01
012 21 012 21
— —
0 011 00 00100
0 012 00 ]+ 0 0 01[0 O

Schritt 2: Transformation der Treppenform in eine Treppennormalform. Hier geht man von
rechts nach links durch die Matrix. Von links nach rechts vorzugehen wiirde auch zum richtigen
Ergebnis fithren, ist aber meist mit etwas mehr Rechenaufwand verbunden. Im vorliegenden
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Beispiel ist es egal, weil es nur eine Treppenstufe gibt (némlich die in der dritten Zeile), iiber
der Eintrége stehen, die von Null verschieden sind. Dieser Rechenschritt kénnte theoretisch
die Eintrdge in der eingerahmten Teilmatrix &ndern. Im vorliegenden Fall &ndern sich nur
die Eintridge oberhalb der dritten Treppenstufe, weil die Eintrédge rechts dieser Treppenstufe
zufallig Null sind.

1 01 01 + 1 00 01

0112 21 j+ 010 21
—

00100 2 00100

00 00O 00 00O

Schritt 3: Bestimmung der Losungsvektoren aus der Treppennormalform. Wir miissen die
TNF durch Hinzufiigen geeigneter negativer Einheitsvektoren zu einer Matrix ergéinzen, und
zwar so, dass

e die Diagonale am Ende so viele Eintréige hat wie die Matrix Spalten hat (also hier fiinf),
e auf der Diagonalen keine Nullen mehr stehen,

e unterhalb der Diagonalen nur Nullen stehen.

Nullzeilen kann man, wenn man will, streichen. Im vorliegenden Beispiel erhélt man also, da
wir in Zs rechnen und dort —1 = 2 gilt, die Matrix

S OO O
o O O = O
OO~ OO
SO N O N O
N OO ==

Diese Matrix ist nicht dquivalent zur TNF, sondern nur eine Hilfsmatrix, die es erleichtert,
die Losungsvektoren abzulesen. Dieses sind ndmlich genau jene Spalten, bei denen auf der
Diagonale —1 steht. Die Losungsmenge lautet also

ker A = {« + ca, B € Zs}.

SN O N O
N OO ==

Satz 22. Die Menge {by,...,b;}, die von Algorithmus 4 berechnet wird, ist linear un-
abhéingig.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass die b; in der Reihenfolge indiziert sind, in der der Al-
gorithmus sie findet.

Zu zeigen: fiir alle ayq, ..., ap € K gilt:

I
Q
B
I

albl+"‘+akbk:$ = qp=---

—

e K™ cK
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Seien also aq,...,a; € K so, dass a1by + -+ + agbry = 0. Angenommen, nicht alle o; sind

Null. Dann gibt es ein ¢ € {1,...,k}, so dass a; # 0 und o;11 = -+ = o = 0. Wenn j €
{1,...,m} der maximale Index ist, so dass die j-te Komponente von b; von Null verschieden
ist, dann ist diese Komponente —1 und die j-te Komponente der Vektoren bi,...,b;—1 ist

Null. Das folgt aus Zeile 3 von Algorithmus 3. Die j-te Komponente der Linearkombination
a1by + -+ agby ist dann a0+ - - + ;10 — o + O(bi+1)j + -4 O(bk)j = —q; 7& 0. Damit
kann die Linearkombination nicht der Nullvektor sein. n

Spéter werden wir sagen, {b1,...,bg} ist eine ,Basis“ des Losungsraums, und k = |{by,...,bi}| ist
dessen ,,Dimension“.

Algorithmus 4 berechnet also nicht die komplette Losungsmenge, sondern nur eine endliche Menge von
Vektoren, durch die sich alle (evtl. unendlich vielen) Losungen darstellen lassen. Wozu dann der ganze
Aufwand? Die Matrix A selbst ist schliellich auch eine endliche Menge von Vektoren, durch die sich
alle Losungen darstellen lassen: L = {z € K™ : Az = 0}. Warum ist eine Basis besser?

In der Tat kann man nicht pauschal sagen, dass eine Darstellung besser ist als die andere. Es kommt
darauf an, was man machen will. Wenn man z. B. einen Vektor x € K™ gegeben hat und wissen will,
ob er in L liegt, dann ist eine Basis zunichst nicht sehr hilfreich. Einfacher ist es, Az auszurechnen
und zu schauen, ob 0 rauskommt. Umgekehrt, wenn man einen konkreten Losungsvektor sucht, dann
ist A nicht sehr hilfreich, aber eine Basis schon (jedes Basiselement ist ja insbesondere eine Losung;
wiéhle a; = 1 und alle a; = 0 fiir j # 4).

Man sagt, ,L = {z € K™ : Ax = 0} ist eine implizite Darstellung von L, und man nennt ,L =
{ahy + - +apbg taq, ..., €K} ={(by,...,by)x : © € KF}“ eine explizite Darstellung.

Algorithmus 4 ist also ein Algorithmus, der eine implizite Darstellung in eine explizite Darstellung
umwandelt. Es geht auch umgekehrt:

Algorithmus 5. Eingabe: {b1,...,bx} C K™
Ausgabe: Eine Matrix A € K™*™ so dass ker A = {ayby + -+ + agbp : ..., € K}

by
1 SeiB=|: |eKk>m
by,
2 Berechne ay,...,a, € K™, so dass

{zeK":Bx=0}={ia1+ 4+ anan:aq,...,an, € K}

ai
3 gibA=| 1 | € K™ als Ergebnis zuriick.

Qn
Um die Korrektheit dieses Algorithmus zu zeigen, muss man beweisen

{zeK":Bx=0}={aa1+ -+ ana,:a1,...,a, €K}
= {zeK": Ae=0}={anb1 + - +agby:01,...,anp €K}
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»,2“ Nach Annahme gilt

b1 bl ’
(a1,...,an) =0 K" = s (ar, .. an) =0e K"k,
b m b
eKkxm a1
=1 [ k)
Qnp
——

also gilt Ab; = 0 fiir alle 4, und damit auch

A (iby + -+ abg)
= a1 Aby + -+ - + ai Aby
=a;0+---4+a;0=0

fiir jede Wahl von aq,...,a; € K.

»,C“ Diese Richtung ist nicht ganz so offensichtlich. Wir werden in Abschnitt 16 darauf zuriick-
kommen.

10 Lineare Unabhingigkeit und Rang

bl t
Satz 23. Seien by,...,b, € K" und B := | : e K" Sei T := | : | € K™
bm tm
eine Treppenform von B. Dann gilt: by, ...,b,, sind genau dann linear abhéngig, wenn t,, =
(0,...,0) ist.
Beweis. ,<*“ t,, =(0,...,0). Es gibt Elementarmatrizen F, ..., Fy, so dass
T=FE; - -FB.
Wenn U = Ej--- Ey ist und (wm,1,...,Un,m) der m-te Zeilenvektor von U, dann gilt also

0=t, = um,lbl —+ -+ um,mbm.

Da die E; invertierbare Matrizen sind, ist auch U invertierbar. Als solche kann U keine
Nullzeile enthalten, denn es muss UU ! = I,,, gelten, und wire z. B. die m-te Zeile von U
komplett Null, so wére auch die m-te Zeile von I, komplett Null, was nicht der Fall ist.

Also ist (wm,1,- -, Um,m) nicht der Nullvektor, und also sind by, ..., by, linear abhéngig.

»=“ b1,...,by sind linear abhéngig, etwa
arby + -+ amby, =0
fiir gewisse aq,...,am € K, von denen nicht alle Null sind.
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Es gilt also

fiir ein invertierbares U € K™*™ Mit (51,...,Bm) := (a1,...,an)U gilt deshalb

51t1+"-+ﬁmtm:(0,...,0).

Da U invertierbar ist und nicht alle c;; Null sind, sind auch nicht alle 8; Null, denn wéren alle
B; Null, dann wiren wegen (a1, ..., am) = (b1, .., Bm)U ! auch alle a; Null.

Also sind t1,...,t,, linear abhingig.

Sei ¢ minimal, so dass 3; # 0. Wir kénnen dann 0.B.d.A. annehmen, dass 5; = —1 ist. Dann
gilt
ti = Bitatit1 + -+ Bmlm. (*)
Wir zeigen, dass t; = 0 ist. Wegen der Treppenform folgt dann ¢;41 =--- = ¢, = 0.
Wire t; # 0, dann wire es wegen der Treppenform von der Form (0, ..., 0, %, *,...,%) mit der
1 an einem bestimmten Index k, und ¢;11,...,t, wiren von der Form (OZg 00,05, .0 %),
k+1

mit einer 0 am Index k. Fiir die k-te Komponente der Gleichung (*) wiirde dann gelten

1=Bi410+ -+ B0 = 0.

Widerspruch. -
Der Beweis zeigt iibrigens auch, dass die Menge aller Zeilen einer Treppenform, die von 0 verschieden
sind, stets linear unabhéngig ist. Wenn also b1,...,b, € K" linear abhéngig sind, dann iibersetzen
sich die Linearkombinationen b1, ..., b,,, die 0 ergeben, in Linearkombinationen von der Form

0t 4+ +0tp + @410+ -+ a0=0

fiir beliebige a1, - .., apn € K. Man kann also sagen, dass eine Treppenform den linear unabhéngigen
und den linear abh#ingigen Anteil von by, ..., b,, voneinander trennt. Es ist deshalb von Interesse, wie
viele Nullzeilen eine Treppenfrom enthélt.

1
Definition 25. Sei A € K"*™ \ {0}. Sei T' = | : | eine Treppenform von A und k €

tn
{1,...,n} maximal mit ¢; # 0. Dann heiit Rang A := k der Rang (engl. rank) von A.

Fiir die Nullmatrix definiert man Rang0 := 0.

Der vorherige Satz sagt also, dass die Zeilen von A € K"*™ genau dann linear abhiingig sind, wenn
Rang A < n ist.
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Wenn T und T’ zwei verschiedene Treppenformen von A sind, so miissen trotzdem beide den gleichen
Rang haben. Die Definition héngt also nicht von der Wahl der Treppenform ab und ist deshalb zuléssig.

Allgemein gilt Rang A < n. Ubrigens gilt auch Rang A < m. Es folgt also aus m < n direkt, dass die
Zeilen von A linear abhéngig sind.

Beachte auflerdem: Wenn F eine Elementarmatrix ist, dann gilt Rang A = Rang F A.

Beispiel.

1 1 1 1 1 1 00

1. Rang |0 1 1] =3,da |0 1 1] << [0 1 0] und diese TF drei Stufen hat.
0 01 0 1 0 01
1 2 3 1 2 3 1 0 —1

2. Rang |4 5 6] =2,da |4 5 6] < 1 2 | und diese TF zwei Stufen hat.
7 8 9 7 8 9 0 0
1 11 1 11 1 11

3. Rang |2 2 2] =1,da |2 2 > 0 0| und diese TF eine Stufe hat.
3 3 3 3 3 3 000

Satz 24. Sei A € K™*™. Dann gilt:
1. Ist irgendeine Wahl von k Zeilen von A linear unabhéngig, so ist Rang A > k.
2. Ist jede Wahl von k Zeilen von A linear abhéingig, so ist Rang A < k.

Mit anderen Worten: Rang A = k genau dann, wenn k die maximale Anzahl von linear
unabhéngigen Zeilen von A ist.

Beweis. Seien aj,...,a, € K™ die Zeilenvektoren von A.

1. Wir zeigen: wenn Rang A < k, dann sind ay, ..., a; linear abhéingig. Nehmen wir also
an, es gilt Rang A < k. Dann hat jede Treppenform von A die Form

t

T=| % egmem

Es gibt eine invertierbare Matrix U € K"*™ mit A = UT. Sei C' € KF*®# 1 die Matrix
bestehend aus den ersten k — 1 Spalten der ersten k Zeilen von U, dann folgt nach
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Satz 18 aus

k — 1 Spalten
m——
al tl
C k Zeilen
ag | _ le—1
Af+1 0
an 0
=U
die Gleichung
a t1
. — C
ak le—1

(Die Eintrdge von U, die rechts von C' stehen, spielen keine Rolle, weil sie mit den
Nullzeilen von 7" multipliziert werden, und die Eintrédge im unteren Teil der Matrix
spielen keine Rolle, weil sie Darstellungen der Zeilen a4, ...,a, liefern, die uns im
Moment nicht interessieren.)

Die Matrix C hat mehr Zeilen als Spalten, deshalb miissen wegen Rang C' < k — 1 nach
Satz 23 ihre Zeilen linear abhiingig sein. Es gibt also einen Vektor (g, ..., az) € KF,
der nicht der Nullvektor ist und fiir den gilt

(o1,...,a5)C =0e K-
Dann gilt auch

t1 ap
(a1y...,05)C =(ag,...,ax) | =qara; + -+ agar, =0.

tr1 ag
d.h. ay,...,ax sind linear abhéingig.

. Wir zeigen: wenn Rang A > k ist, dann gibt es eine Wahl von k Zeilen von A, die
linear unabhéngig sind. Sei M = {a;,,...,a;,} eine Menge von Zeilen von A, die linear
unabhéngig ist und in dem Sinn maximal, dass M U {a} linear abhingig ist fiir jede
Zeile a von A, die nicht schon in M ist. Dann gilt

denn fiir jede Zeile a € {a1,...,a,}\ M gibt es nach Wahl von M eine lineare Abhéingig-
keit opa + a4, + -+ + ay,a;, = 0, und in dieser muss ag # 0 sein, weil sonst schon
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@y, - .., a;, linear abhéngig wiaren. Wenn aber ag # 0 ist, kann man O.B.d.A. annehmen,
dass ap = —1 ist, dass es also eine Darstellung a = oy, a;, + --- + «;,a;, gibt. Daher
ldsst sich die Zeile a durch geeignete Zeilenoperationen mithilfe der Zeilen in M in eine
Nullzeile tiberfiithren.

Aus der Form (%) folgt Rang A < ¢. Zusammen mit der Annahme Rang A > k folgt
?>k. n

Satz 25. Fiir alle A € K™ ™ gilt Rang A = Rang A'.

Beweis. Wegen (AT)T = A geniigt es zu zeigen, dass Rang A > Rang A,
Ist Rang A = k, so ist A = UT fiir eine invertierbare Matrix U und eine Treppenform 7', bei

der die ersten k Zeilen von 0 verschieden sind, und die letzten n — k Zeilen Null sind. Dann
ist AT =TTUT. Die Matrix T'" hat die Form

Fiir die Treppenformen dieser Matrix sind nur die ersten k Spalten relevant. Der Rang der
Matrix 77 ist daher hochstens k. Nach Satz 24 sind deshalb je k + 1 Zeilen von T'" linear
abhingig.

Um zu zeigen, dass Rang AT < k gilt, geniigt es nach Satz 24 zu zeigen, dass jede Wahl von
k 4 1 Zeilen von AT linear abhiingig ist. Seien a1,...,a, € K" die Zeilen von AT, und sei
{i1,.. . ikr1} €{1,...,m} beliebig.

Sind t1,...,tm € K" die Zeilen von T'", so gilt

Qigoyq tik+1

Da jede Wahl von k 4 1 Zeilen von T'" linear abhingig ist, sind insbesondere auch die Zeilen
tiy,- -ty linear abhéngig. Daher gibt es einen Vektor (a,...,axy41) € K5*+1 der nicht der
Nullvektor ist, fiir den gilt
ti,
(al,...,akH) =0eK".
biei
Multiplikation beider Seiten von rechts mit U liefert
CLZ‘I
(al,...,akH) =0¢e K"
Aijoyq

Damit sind a;,, .. ., a;,_, linear abhéngig. Nach Satz 24 folgt Rang AT < k+1,d.h.Rang AT <
k, wie behauptet. [
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Wegen Satz 25 gilt Satz 24 auch fiir die Spalten von A. Fiir die Berechnung des Rangs einer Matrix
bedeutet das, dass man sowohl Zeilen- als auch Spaltenoperationen anwenden darf, um A in eine Form
zu bringen, aus der man den Rang ablesen kann. Spaltenoperationen sind ja Zeilenoperationen auf der
Transponierten, und solche Operationen #ndern den Rang nicht.

Durch Zeilen- und Spaltenoperationen lisst sich jede Matrix A € K™*™ mit Rang A = k auf die Form

1
k
1
0
n—~k
0
k m—k
bringen.
Beispiel.
-2 4
1
1 2 0 0 -2 0
0 3 1 ~ -1
21 3 -3 3 + -3 3 1+
.3 +
il 1
1 0 O 1 0 O 1 0 O
03 -1 ~ 10 1 -1 ~ 10 1 -1
0 0 2 0 0 2 | : 2 0 0 1
10
0
0 0
1 2 0
Also ist Rang |0 3 1| =3.
2 1 3

Man braucht sich aber gar nicht die Miihe zu machen, eine Matrix bis zu dieser Form zu
bringen. Es geniigt schon, durch Zeilen- und Spaltenoperationen alle Eintrage unterhalb der
Diagonale zu Null zu machen. Danach ist der Rang genau die Anzahl der Elemente auf der
Diagonale, die von Null verschieden sind. Im vorliegenden Beispiel hdtte man also schon bei
der ersten Matrix in der zweiten Zeile aufhéren kénnen.

11 Inhomogene Systeme

Gegeben seien jetzt A € K™*™ und b € K", und gesucht seien alle x € K™ mit Ax = b.
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Mit A = ((ai )27 j=1, b= (b1, ..., bp) und & = (z1,...,2y) ist also folgendes System von Gleichun-
gen zu lGsen:

1,171 + -+ a1, mTm = b1

an, 121 + -+ An mIm = bn

Der Fall b = (0,...,0) wurde schon in Abschnitt 9 behandelt. In diesem Fall spricht man von einem
homogenen Gleichungssystem. Den Fall b # 0 bezeichnet man als inhomogenes Gleichungssystem.
(engl. homogeneous/inhomogeneous)

Wie sieht die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems aus, und wie bestimmt man sie?
Beachte:

e 1 ist genau dann eine Losung von Ax = b wenn fiir jedes z; mit Az, = 0 auch z + x5, eine
Losung ist.
Es geniigt also, eine einzige Losung x des Gleichungssystems Ax = b zu finden. Alle weiteren
unterscheiden sich von dieser dann nur noch um Losungen des homogenen Systems Ax = 0.

o x = (x1,...,2,) € K™ ist genau dann eine Losung von Az = b, wenn & = (21,...,2Tp,—1) €
K™+ eine Losung von (A[b)Z = 0 ist.
Dabei ist (A]b) € K**(m+1) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man b als zusitzliche Spalte
rechts anfiigt.

Idee: Berechne zunéchst die Losungsmenge des homogenen Systems (A[b)Z = 0 und bestimme dann
die Vektoren der Lésungsmenge, fiir die die (m + 1)-te Koordinate —1 ist.
tq
Betrachten wir dazu eine Treppenform T = | : | € K"+ von (Ab). Es gibt zwei Fille zu
ln
unterscheiden:

1. Die letzte von 0 verschiedene Zeile hat mehr als einen Eintrag:

* PR e e e *
T == * . e *
1 * *

In diesem Fall kénnen wir die (m+1)te Koordinate des Losungsvektors (des homogenen Systems)
frei wahlen. Insbesondere ist —1 eine mogliche Wahl. Die weiteren Koordinaten x4, ..., z,, erge-
ben sich dann wie iiblich. Im allgemeinen werden manche von ihnen durch Gleichungen bestimmt
sein und andere frei wéhlbar.

2. Die letzte von 0 verschiedene Zeile hat genau einen Eintrag:

* . *
T= | - *
1

In diesem Fall entspricht die letzte Zeile der Treppenform der Gleichung 1 - x,,+1 = 0, d. h. alle
Losungen (z1,...,Zm+1) des homogenen Systems haben 0 als letzte Koordinate. Insbesondere
gibt es keine Losung mit —1 als letzter Koordinate. Das inhomogene System hat in diesem Fall
also keine Lisung.

74



Beispiel.

=90 0)
:

5 -3 1 2
&>
6) J+ (O -2

—4
Die Losungsmenge lautet L = {<9 /2) }.
1 2 3
9 A <2 4>, - <1>
1 2
2 4

Die Losungsmenge lautet L = ().

w

)3 e(o

)

1 3|1 —4 -7 1 2 3 1
4 62 ]+ ~ 10 -3 —6|-2 -2 | :(=3)
7 9|3 + 0 -6 —12| -4 J+
1 2 3|1 +
o1 2(2/3 j—z
0 00O
10 —1]-1/3
slo1 2| 2/3
0 0 O 0
Die Losungsmenge lautet
~1/3 1
L:{ 2/3 | +a -2 :aeR}.
0 1
Beachte: das homogene Gleichungssystem Ax = 0 hat die Losungsmenge
1
Lh:{a —9 :aeR}.
1

Die Ergebnisse der vorangegangenen Diskussion lassen sich wie folgt als Satz zusammenfassen:
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Satz 26. Sei A € K™ be K" und sei L = {z € K™ : Az = b}. Dann gilt: L = () oder es
gibt ein z¢g € K™ so dass

L={zo+zp:xp €kerA} CK™.

(Zur Erinnerung: ker A ={z € K™ : Az =0}.)
Insbesondere gilt: wenn ker A = {0} und n = m, dann ist |L| = 1. Wenn ker A # {0}, dann ist
|L| =0 oder |L| > 1. Im Fall |L| > 1 hat L mindestens so viele Elemente wie der Korper K.

Bei der Berechnung der Losungsmenge entfiillt der groite Teil der Rechenarbeit auf A und nur ein
vergleichsweise kleiner Teil auf b. Wenn man also mehrere inhomogene Gleichungssysteme mit dem
selben A zu 16sen hat, sollte man die Rechenschritte, die A betreffen, nicht mehrmals durchfiithren.
Stattdessen bietet es sich an, alle Systeme gleichzeitig zu l6sen.

1 0 2 1 3
Beispiel. A=10 1 —=1]|,1=12],bo=1]2
1 -1 0 3 1
1 0 211 3 -1
(Albiby)=[0 1 —1]2 2) 1
1 -1 0|3 1 +
1 0 211 3
~ 10 1 —-1|2 2)
0 -1 —-2|2 -2 JJr
10 2|1 3 +
<10 1 —-1}2 2 ﬁ+
00 —3/4 0/ |:(=3) 12
10 0f 11/3 3
101 0] 2/3 2
00 1| —4/3 0
11/3
Daraus folgt: Die Losungsmenge von Ax = by ist {| 2/3 |} und die Losungsmenge von
—4/3
3
Az =byist {| 2|}
0

Und was, wenn uns jetzt noch jemand nach der Lésung x von Az = 3b; — 7he fragt? Antwort:
Wir kénnen entweder noch einmal von vorne losrechnen. Oder wir kombinieren die Losung
einfach aus den schon bekannten Losungen. Tatséchlich lautet die Losung

11/3 3 —20
z=3(2/3|-7(2] [=[-12]]
—4/3 0 —4

Begriindung: Wenn Az; = by und Axy = be, dann ist A(a121 + agxe) = a1 Axy + agAxy =
a1b1 + anby fiir alle aq, as € K.
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Das gleichzeitige Losen mehrerer inhomogener Gleichungssysteme lédsst sich auch auffassen als das
Losen von Matrixgleichungen. Gegeben: A € K»*™, B € K™**, gesucht: alle X € K™** mit AX = B.
Um so eine Gleichung zu lésen, bringt man einfach die erweiterte Matrix (A|B) € K™*(m+k) in
Treppen(normal)form und liest daraus die Losungsmenge L C K™*¥ ab.

Der wichtigste Spezialfall ist, wenn A € K"*™ und B = [, € K™"*" ist. Die Gleichung AX = I, ist
genau dann 16sbar, wenn A eine invertierbare Matrix ist. Die Losung ist dann X = A~1.

Beispiel.
10 3)
1.A=13 1 0
01 2
1 0 3|1 0 O -3 10 3]1 00
(3100103+<—>019310 -1
0 1 20 0 1 01 2|0 01 ]+
10 3]1 0 O +
<101 —9/-3 1 0 +
0 0 113 -1 1 mg -3
10 0] 2/11 3/11 =3/11
<0 1 0|-6/11 2/11 9/11
0 0 1]3/11 -1/11 1/11
1 2 3 =3
Also ist A_lzﬁ -6 2
3 -1 1
1 2 3)
2. A=14 5 6
7 89
1 2 3|1 0 0 —4 47 1 2 3 1 00
(4560105 <10 -3 6| -4 10 -2
7 8 9]0 0 1 + 0—6—12—7013+
12 3|1 0 O
<10 -3 -6|—-4 1 O
0 0 0|1 =21

Daraus folgt, dass A nicht invertierbar ist.

Satz 27. Sei A € K™*". Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist invertierbar
2. ker A = {0}

3. RangA=n

7



4. Die Zeilen von A sind linear unabhéingig
5. Die Spalten von A sind linear unabhéngig
6. A lisst sich als endliches Produkt von Elementarmatrizen schreiben

7. Fiir jedes b € K™ hat das Gleichungssystem Ax = b eine Losung

Beweis. Die Aquivalenzen (3)<(4)<(5) folgen aus den Sitzen 24 und 25.
(1)=(2). Sei x € K" so, dass Az = 0 ist. Dann ist = A~'Az = A710 = 0.

(2)=(5). Wéren die Spalten von A = (ay,...,a,) € K"*" linear abhéingig, dann gébe es ein
(a1,...,an) € K"\ {0} mit

aral + -+ apay =0,

Qg
also A| | =0, also (ai,...,ay) € ker A, also ker A # {0}.

Qp

(3)=(6). Wenn Rang A = n ist, ist die TNF von A die Einheitsmatrix I,,. Es gibt also
Elementarmatrizen F1, ..., E, € K"" mit I, = E,, - -- F1 A. Da jede Elementarmatrix
invertierbar ist und ihr Inverses wieder eine Elementarmatrix ist, ist A = E|° L. E1
die gewiinschte Darstellung.

(6)=(1). Jede Elementarmatrix ist invertierbar und das Produkt invertierbarer Matrizen ist
invertierbar.

(1)=(7) und (7)=-(1) kann man sich zur Ubung selbst iiberlegen. ]

Das Verfahren zum Invertieren von Matrizen kann man allgemein auch dazu verwenden, zu gegebenem
A € K™ eine invertierbare Matrix U € K™*™ zu finden, so dass UA in Treppen(normal)form ist:
die Treppen(normal)form von (A|I,) ist (T|U), wobei T' die Treppen(normal)form von A ist und U
die gesuchte Transformationsmatrix.

Beispiel.
1 2 31 00 1 0 -1|-5/3 2/3 0
4 5 6/0 1 0]+« (01 2 |4/3 -1/3 0
7 8 910 0 1 00 O 1 -2 1
1 2 3 -5 2 0
FirA=1[4 5 6] ist alsoU:§ 4 —1 0| eine Matrix, so dass
7 8 9 3 -6 3
1 0 —1
UA=|0 1 2
0 0 0

die Treppennormalform von A ist.
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Noch allgemeiner: Wenn wir sowohl Zeilen- als auch Spaltenoperationen anwenden wollen, zum Beispiel
um den Rang einer Matrix A zu bestimmen, dann kénnen wir Matrizen U € K™"*™ und V € K™*™

finden, so dass
1

UAV =D :=

0

Dazu betrachtet man die Matrix <A In

I O> und wendet darauf nur Zeilen- und Spaltenoperationen
m

an, die die oberen n Zeilen oder die linken m Spalten betreffen. Das Ergebnis ist eine Matrix <‘D/ U) .

(1 2 3
Beispiel. A = <4 5 6)

1 2 3|11 0 —4 1 2 3|1 0
4 5 6|0 1 j+ 0 -3 —6|—-4 1
1 00 ~ |1 0 0
010 0 1 O
0 01 0 0 1

0 -3 —6| -4 1] |:(-3)
- |1 -2 -3
01 0
0 0 1
-2 4
N>
0o 0] 1 o0
2 | 4/3 —1/3



In der Tat gilt

S O =
=
HI

[\

I
Y
S =
— O
o O
~_

(a5 <) & 5 6)

12 Determinanten

In diesem Abschnitt sind alle Matrizen quadratisch, d.h. wir betrachten hier nur Matrizen, die gleich
viele Zeilen wie Spalten haben.

Das Ziel ist, eine Funktion det: K" — K zu konstruieren, so dass der Wert det(A) € K etwas
dariiber aussagt, ob A € K™*" einen nichtleeren Kern hat.

Dazu ist etwas Vorbereitung nétig. Man erinnere sich, dass S,, die Gruppe der bijektiven Funktionen
{1,...,n} = {1,...,n} ist, und dass ihre Elemente auch als Permutationen bezeichnet werden.

Definition 26.

1. Eine Permutation = € S, heifit Zyklus (engl. cycle), falls es paarweise verschiedene
ki,...,km € {1,...,n} gibt, so dass

w(k1) = ko, w(ke)=ks, ..., 7(kmo1)="Fkm, w(km)=F

sowie w(k) =k fiir alle k € {1,...,n} \ {k1,..., kn} gilt.
Schreibweise: m = (k1 ko ... k).

Man nennt m die Ldinge des Zyklus.

2. Zwei Permutationen 1, w9 heiflen (zueinander) disjunkt, falls gilt

Vike{l,....,n}:m(k)=kVm(k)=k.

3. Ein Zyklus der Lénge zwei heifit Transposition.

4. Ein k € {1,...,n} mit n(k) = k heifit Fizpunkt von m € S,,.

Beispiel.
1 2 3 4 o . N .
1. 5 4 1 3] = (1243)=(3124) ist ein Zyklus. Beachte: Ein Zyklus lasst sich auf
verschiedene Weise schreiben.
2. 123y (1 3) ist eine Transposition.
(3 2 1
1 2 3 4) . . . . - .
3. 34 1 2 ist kein Zyklus, ldsst sich aber als Produkt (Komposition) der beiden

\
disjunkten Zyklen (1 3) und (2 4) schreiben.
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Satz 28.

1. Sind 71,79 € S,, disjunkt, so gilt w7 = memy. (Zur Erinnerung: Im allgemeinen ist die
Verkniipfung von Permutationen nicht kommutativ.)
2. Jedes m € S, ldsst sich als endliches Produkt von disjunkten und von id verschiedenen
Zyklen schreiben. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
3. Sind k1,...,kn € {1,...,m} paarweise verschieden, so gilt
(k1 ko ... kp) = (k1 k2) (ke k3) -+« (km—1 km),
(k1 ko oo k)™ = (ki By <. K1)
4. Sind 7,...,Tm € S, Transpositionen mit 7y - - - 7, = id, so ist m gerade.
5 |Sp|=nl=1-2---(n—1)-n.
Beweis.
1. Sei k € {1,...,n} beliebig. Falls w1 (k) = ma(k) = k ist, gilt (m1m2)(k) = (mami)(k) = k.

Wenn m (k) # k ist, dann ist ma(k) = k, weil 71, mo disjunkt sind. Da 7; eine Funktion
ist, gilt dann auch (72 (k)) = m1(k).

Aus m(k) # k und der Injektivitdt von m folgt, dass mi(mi(k)) # mi(k). Aus der
Disjunktheit von 71, o folgt deshalb ma(m1(k)) = m1 (k).

Damit ist gezeigt m(m2(k)) = ma(m1(k)).
Der Fall mo(k) # k geht genauso. Insgesamt ist also gezeigt, dass fiir alle k € {1,...,n}
gilt (mym2)(k) = (mom1)(k), wie behauptet.

Die Ezistenz folgt aus folgendem konstruktiven Argument.

1 Setze B:={1,...,n}.
2 Solange B # ()

3 Wihle ein beliebiges k € B.
4 Falls w(k) = k, dann

5 Setze B := B\ {k}

6 ansonsten

7

Bestimme m € {1,...,n} mit 7™ (k) = k und 7' (k) # k fiiri = 1,...,m—1.
So ein m existiert.

8 Notiere den Zyklus (k 7(k) ... 7™ 1(k)).
9 Setze B := B\ {k,..., 7™ 1(k)}.

Da in jeder Iteration die Menge B um wenigstens ein Element kleiner wird, wird dieses
Verfahren nach endlich vielen Schritten fertig. Offensichtlich ist m das Produkt aller
notierten Zyklen und diese sind # id und paarweise zueinander disjunkt.
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FEindeutigkeit: Hatte w € S, zwei verschiedene Darstellungen als Produkt disjunkter
Zyklen, etwa

ﬂ:al...o'm:a'l...a'm’

dann miisste o; ¢ {d1,...,05} fiir mindestens ein i € {1,...,m} gelten. (O.B.d.A.
koénnen wir annehmen m > m.) Wéihle so ein o;.

Da o; # id ist, gibt es ein k € {1,...,n} mit o;(k) # k. Wegen Disjunktheit ist dann
auch 7(k) = 04(k) # k. Damit muss es ein 7 € {1,...,m} geben mit 7(k) = 7;(k) # k.
Induktiv zeigt man V £ € N : 7f(k) = of(k) = 5%(k). Aber dann ist 0; = &7, im
Widerspruch zur Wahl von o;.

. Ubung.

. Ein Paar (i,7) € {1,...,n}? mit i < j heiBt Fehistand einer Permutation m € S,,, falls
m(i) > 7(j) gilt. Wir bezeichnen mit F(7) die Anzahl der Fehlstdnde von 7. Beispiel:

F([é Z ? }f g])—!{(1,3),(2,3),(2,5),(4,5)}\_4_

Sei 7 € S, beliebig und 7 = (i j) mit ¢ < j eine Transposition. Dann gilt:

e (i,7) ist ein Fehlstand von 7 genau dann wenn (4, j) kein Fehlstand von 77 ist.

o Fiir jedes k < i ist (k, ) ein Fehlstand von 7 genau dann wenn (k, j) ein Fehlstand
von 77 ist, und (k, j) ist ein Fehlstand von 7 genau dann wenn (k, ) ein Fehlstand
von 77 ist. Fiir jedes k > j ist (i, k) ein Fehlstand von 7 genau dann wenn (j, k)
ein Fehlstand von 77 ist, und (7, k) ist ein Fehlstand von 7 genau dann wenn (i, k)
ein Fehlstand von 77 ist.

e Fiir jedes k mit i < k < j gilt: sowohl (i, k) als auch (k, j) sind Fehlstdnde von 7
genau dann wenn weder (i, k) noch (k, 7) Fehlstéinde von 77 sind, und genau eines
der Paare (i,k), (k,7) ist ein Fehlstand von 7 genau dann wenn genau eines der
Paare (und zwar das andere) ein Fehlstand von 77 ist.

Aus diesen Beobachtungen folgt, dass F'(w7)— F'(7) ungerade sein muss, denn nach dem
ersten Punkt dndert sich auf jeden Fall der Status von (i,7j), was einer Addition mit
+1 oder —1 entspricht; bei den Paare (k,i) [bzw. (i,k)] und (k,j) [bzw. (j, k)] dndert
sich nach dem zweiten und dritten Punkt entweder der Status beider Paare, was einer
Addition mit +2 oder —2 entspricht, oder der Status beider Paare bleibt gleich, was
einer Addition mit O entspricht.

Damit ist gezeigt, dass fiir jede Permutation m € S,,, die ein Produkt einer ungeraden
Anzahl von Transpositionen ist, auch F'(7) ungerade ist.

Da F(id) = 0 gerade ist, folgt die Behauptung.
. Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt S; = {id}, also |S1| = 1. Sei nun n € N so, dass
|Sn| = n! gilt. Wir zeigen [Sp+1]| = (n+ 1)L

Zunichst ist klar, dass die Permutationen von {1,...,n} genauso zahlreich sind wie die
Permutationen von {1,...,n+1}, die n+1 als Fixpunkt haben. Nach Induktionsannah-
me gibt es n! viele Permutationen von {1,...,n}. Fiir jede solche Permutation 7 und
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jede Wahl von k € {1,...,n+ 1} ist (n+ 1 k) o w eine Permutation von {1,...,n+ 1}.
Da all diese Permutationen paarweise verschieden sind, folgt [Sp11| > (n + 1)|Sy].

Umgekehrt gilt: ist o € Sy41 beliebig, so ist 7 := (n+1 o(n+ 1)) oo eine Permutation,
die n + 1 als Fixpunkt hat. Da Transpositionen selbstinvers sind, gilt auch o = (n +
1 o(n+1))om, so dass sich also jedes Element von S, 1 als Produkt einer Permutation
mit Fixpunkt n 4+ 1 und einer Transposition (n + 1 k) schreiben ldsst. Daher werden

mit der vorher beschriebenen Konstruktion alle Elemente von S, 11 erreicht und es folgt
|Sn+1] = (n+1)[Sl. =

Wegen Teil 2 und 3 lisst sich jedes 7 € S, als Produkt von (nicht notwendigerweise disjunkten)
Transpositionen schreiben. Diese Darstellung ist zwar nicht eindeutig, aber wegen Teil 4 gilt: Entweder
haben alle Darstellungen von 7 € S, eine gerade Anzahl von Transpositionen, oder alle Darstellungen
haben eine ungerade Anzahl. Deshalb ist folgende Definition erlaubt:

Definition 27. Sei 7 € S,,. Dann heif3it

sgn(m) i= { 1 falls 7 Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist

—1 falls m Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen ist

das Vorzeichen (engl. sign) von .

Ist F wie im Beweis von Satz 28, so gilt sgn(7) = (—1)F(™),
AuBerdem ist sgn: S,, — {—1,1} ein Gruppenhomomorphismus, d. h. es gilt sgn(wo) = sgn(7) sgn(o).

ST TR S I

Definition 28. Sei A = ((a;;));;=; € K™". Dann heifit

Beispiel.

n

det(A) := Z sgn(m) Ham(i) eK

TESR =1

die Determinante von A. Statt det(A) schreibt man auch

a1 - Aip
an,1 - Gnn
Beispiel.
1.n=2 A= <a1,1 a172>'
a1 a2
sgn = —1
S_{12 12}_{.d(1¢2)}
27U 2) |2 1) Y '
/[\
sgn =1

det A=1-a11a22 + (—1)ai2a21 = a1,1a22 — a1,2a2 1.
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a1 air2 a3
2. n= 3, A= az1 22 a3
as,1 as2 asgs

Sy = {id, (12),(13),(23),(132),(123)}.
+ - - - + +

2e0

det(A) = 1,1022a33 ooe
0@0

ooe

+ ay3a21a32 @00
ooe

@00

+ a12023a31 0®0
0e0

@00

— Q1,2021033 L
ooe

0e0

— (1,302,203,1 0o
o)

ooe

— (1,102,303 2 0®0

Fiir die Handrechnung ist es niitzlich, die 3 x 5-Matrix zu betrachten, die man aus A
erhilt, wenn man die erste Spalte in die vierte und die zweite in die fiinfte kopiert.
Dann lasst sich die Determinante berechnen, indem man fiir die drei absteigenden und
die drei aufsteigenden Diagonalen jeweils das Produkt der Elemente berechnet, bei den
aufsteigenden Diagonalen das Vorzeichen édndert, und die Ergebnisse aufaddiert.

+ o+ 4+

Achtung! Dieses Schema funktioniert nur fiir Determinanten von 3 x 3-Matrizen.

Ab n = 4 wird die Berechnung von det(A4) mit der Definition unangenehm. (Beachte: |Sy| = 24,
|S5| = 120.) Wir werden aber in Kiirze sehen, dass die Berechnung von det(A4) mit dem gleichen
Aufwand moglich ist wie die Losung eines Gleichungssystems.
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Satz 29. Fiir alle A € K™*™ gilt det(A) = det(A").

Beweis. Zunéchst gilt
n n

H Qjm(i) = H Ao (3),m(0 (1))

i=1 i=1
fiir jedes beliebige o € S, weil (K\ {0}, -) kommutativ ist (o vertauscht blof} die Reihenfolge
der Faktoren im Produkt).

Fiir o = 7! folgt daraus insbesondere

H Qi (i) = H Ar=1(4),i-
i=1 i=1

Zweitens gilt sgn(r) = sgn(7~!) wegen der Teile 3 und 4 von Satz 28.

Drittens gilt {7 : 7 € S,} = {77! : 7 € S, }, weil S,, eine Gruppe ist. Deshalb gilt
>ores, f(m) =Y cg, f(m™ ) fiir jede Funktion f: S,, — K (es &ndert sich nur die Reihenfolge
der Summanden, aber nicht der Wert der Summe).

Aus allem zusammen folgt

n

det(A) = Y sen(m) [ [ aine

TESH i=1

= Z Sgn(ﬂfl)Hanfl(i),i
TESn i=1

= > sgn(m) [ [ angiy = det(AT).
TESh i=1

Satz 30. Sei A € K™*™.

1. Entsteht B € K™*™ aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A € K, so gilt det(B) =
Adet(A).

2. Entsteht B € K™*™ aus A durch Vertauschen zweier Zeilen, so gilt det(B) = — det(A).
3. Entsteht B € K™*™ aus A dadurch, dass man das A-fache einer Zeile von A zu einer

anderen Zeile dazuaddiert, so gilt det(B) = det(A).

Beweis. Schreibe jeweils A = ((a;;));;=1, B = ((bi )} j=1-

1. det(B) = Z sgn(m) Hbiyﬂ(i) = Adet(A).
TES, i=1

=A H?:1 Qi (i)
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2. Sei 7 € 5, die entsprechende Transposition. gilt:

det(B) = > sgn(m) [ [ ariy )
=1

TESy

= Z sgn(7) H i (7) (i) (weil 72 = id)
TESK i=1

=sgn(r) > sen(nr) [ aiere)

TESH i=1

= _ Z sgn(o) Hai,o(i)
i=1

O’ES’n
= —det(A).

3. Wegen Teil 2 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass das A-fache der zweiten Zeile zur
ersten addiert wird, also

bij = ar; + Aag;
bij=aij  (i>1).
Dann gilt:

n

det(B) = > sgn(m) [] bineo

TESH i=1
——

= (a1,7(1) + Aagr(1)) [1is @ini)

= det(4) + A Z sgn(7)ag (1) H @i (5 -
i=2

TFGSTL
a1 - Qg
as1 -+ G2n

= = A
an,1 - Gnpn

Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass A = 0 ist.

Dazu nutzen wir aus, dass A die Determinante einer Matrix mit zwei identischen Zeilen
ist. Vertauscht man diese beiden Zeilen, so bleibt A gleich, und aus Teil 2 folgt deshalb
A = —A, also 2A = 0. Daraus folgt A = 0, jedoch nur, wenn K ein Koérper ist, in dem
2 # 0 gilt! Das diirfen wir nicht ohne weiteres annehmen.

Es geht auch ohne diese Annahme: Durch ¢ ~ 7 <= o =7V o = 70 (1 2) wird
auf S,, eine Aquivalenzrelation erklirt. Jede Aquivalenzklasse hat genau zwei Elemente,
und fiir beide Elemente 7 einer Aquivalenzklasse hat a9,7(1)@1,7(2) I a; x(;) denselben
Wert und sgn(7) unterschiedliches Vorzeichen. Daher gilt

N——

A= Z (14 (=1)) a2 x(1)a2,x(2) Hai,w(i) =0.
[r]€eSh/~ =0 =3
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Wegen Satz 29 gilt Satz 30 auch fiir Spaltenoperationen statt Zeilenoperationen.

Fiir die Identitdtsmatrix I, folgt leicht aus der Definition, dass det(l,) = 1. Mit Satz 30 folgt daraus
fiir die Determinate von Elementarmatrizen:

det ( AL )=a det( )=1 det( )=-1

Damit lassen sich Determinanten durch Zeilen- und Spaltenoperationen ausrechnen, indem man sie
auf eine Form bringt, aus der man den Wert direkt ablesen kann. Insbesondere kann man den Wert
einer Determinante direkt ablesen bei Matrizen, bei denen auf einer Seite der Diagonalen lauter Nullen
stehen:

Mo% e %
0 A = A A
0 0 Ao
Beispiel.
+ —1/4
I
111 1 9-1 111 11 3
1243+ =0 1 3 =80 1 3| =8l0 7 3] =2
139 + 0 2 8 |:8 0 1 1 0

Satz 31. (Erginzung zum Satz 27) A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0
gilt.

Beweis. ,=“ Ist A invertierbar, so ldsst sich A durch Zeilenumformungen auf die Treppen-
normalform I, bringen. Nach Satz 30 #ndert sich bei jeder Zeilenumformung der Wert der
Determinante hochstes durch Multiplikation mit einem A € K\ {0}. Daraus folgt det(A) # 0.

,<=* Ist A nicht invertierbar, so gilt Rang A < n und jede Treppenform T von A enthilt
eine Nullzeile. Fiir solche Treppenformen muss gelten det(7') = 0. Da sich A durch Zeilen-
umformungen in 7" {iberfithren lédsst und jede Zeilenumformung den Wert der Determinaten
hochstes mit einer Konstanten multipliziert, folgt det(A) = 0. [

Satz 32. Fir alle A, B € K"*" gilt: det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Falls Rang A < n ist, ist auch Rang AB < n, und es gilt sowohl det(AB) = 0 als
auch det(A)det(B) = 0.

Falls Rang A = n ist, ist A nach Satz 27 ein Produkt endlich vieler Elementarmatrizen, etwa

A = FE;---E,,. Nach Satz 30 bewirkt die Multiplikation einer Matrix mit einer Elementar-
matrix E die Multiplikation ihrer Determinante mit det(E). Also gilt

det(AB) = det(Ey) - - - det(E),) det(B).

v

= det(Ey -+ Eply,)
A
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Aus Satz 32 und det(I,) = 1 folgt direkt det(A™1) =
Dariiber hinaus folgt, dass

m fir invertierbare Matrizen A € K"*",

det: GL(n,K) — (K\ {0}, ")
ein Gruppenhomomorphismus ist. Sein Kern
kerdet := { A € GL(n,K) : det(4) =1}

heifit die spezielle lineare Gruppe und wird SL(n,K) geschrieben. (Beachte: der Kern eines Gruppen-
homomorphismus ist nach Teil 2 von Satz 8 eine Gruppe.)
Determinanten sind niitzlich, um Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit zu untersuchen. Vor allem

dann, wenn es nicht um konkrete Vektoren geht, so dass das Gauf3-Verfahren sich nicht ohne weiteres
anwenden l&sst.

Beispiel.
1. Seien ¢1, ..., ¢, € K paarweise verschieden und v1,...,v, € K" definiert durch
vi = (1,0, 07, ...,¢7 1) € K"
firi =1,...,n. Dann ist {v1,...,v,} linear unabhéingig. Zum Beweis zeigt man, dass
bon anl L
e N
R I
#0
(Vandermonde Determinante).
2. Fiir welche Werte von o € R sind die Vektoren
1 11—« 1
) 0 ) 1
2 4 —2«

linear abhéngig? Um das zu beantworten, berechnen wir die Determinante

1 1—-a 1
a 0 1 |=-20°+2a%+2a—2=—-2(a—1)*(a+1).
2 4 —2a

Die gesuchten Werte fiir o sind genau jene, fiir die die Determinante Null wird. Das ist
offensichtlich genau dann der Fall, wenn o = 1 oder @ = —1 ist.

Satz 33. Sind v,w,ve,...,v, € K", so gilt

det(v,vg,...,vn) +det(w,v2,...,vn) = det(v—l—fw,vg,...,vn).
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Beweis. Ubung.

Satz 34. (Laplace-Entwicklung) Sei A = ((a;;));;—; € K"*". Es sei Ad) ¢ Rn=1)x(n=1)
die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte 16scht. Dann gilt:

det(A) = a1 1 det(ANDY — a1 5 det(AN?) + ay 3det(ATD) + ...+ (=1)"Fay, det(AT™),

Beweis. Wegen Satz 30 und Satz 33 gilt zunéchst

1
a1
det(A) =ai
Qn,1
0
a2,1
‘a2 .

)

Gn,1

0

as
+ a1n

)

an,1

0 -~ 0
azn
An,n
1 0 0
azn
Gn.n
0 1
azn
an,.n

Daher, und wegen Teil 2 von Satz 30, geniigt es, die Behauptung fiir den Fall

a21 a2.n
Qan,1 Qnp.n

zu zeigen. Nach Definition gilt fiir diesen Fall

det(A) = Z sgn(m) H%w(i)
=1

TESK
(S ——
=0, aufler wenn (1) =1

_ Z gn(ﬂ')a1,1 H Qi (i)
i=2

S,
TESn:m(1)=1

a2 - azn
= )
Un,2 Qnn
denn die Permutationen von {1,...,n}, die 1 fest lassen, sind offenbar genau die Permutatio-
nen von {2,...,n}. ]
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Beispiel.

1 2 3 4

5 6 7 8 6 7 8 5 7 8 5 6 8 5 6 7
O b 11 19 =100 1 12[—2)9 11 12/43]9 10 12 -4]9 10 11].
Ny I (PR TR T I R AR T I I IR VST R ERR PR

Sprechweise: ,,Die Determinante wird nach der ersten Zeile entwickelt.“ Wegen der Sétze 29
und 30 gilt Satz 34 natiirlich analog fiir andere Zeilen oder Spalten, zum Beispiel kénnen wir
auch nach der zweiten Spalte entwickeln:

1 2 3 4

5 6 7 8 5 7 8 1 3 4 1 3 4 1 3 4
9 10 11 12/~ -219 11 12|+6(9 11 12|-10(5 7 8|+145 7 8
13 14 15 16 13 15 16 13 15 16 13 15 16 9 11 12

Zweckméfig ist es, fiir die Entwicklung eine Zeile oder Spalte auszuwéhlen, in der viele Nullen
stehen.

Man beachte bei der Entwicklung das Vorzeichenmuster fiir die Koeffizienten:

Satz 35. (Cramersche Regel) Sei A € K"*" invertierbar, b € K" und € K" so, dass Az = b
gilt. Dann ist

(det AW det A(”))
T = e ,
det A det A

wobei A die Matrix ist, die aus A entsteht, wenn man die i-te Spalte durch b ersetzt.

Beweis. Schreibe A = (ay,...,a,) mitay,...,a, € K" und z = (x1,...,2,) mit x1,...,x, €
K. Dann gilt

x;det(A) = det(ay,...,ai—1, i, Qit1, ..., an)
n
= det(a,...,a;_1, Zaﬁjaj, ity a,) = det A®
j=1

N——
=b

fiir jedes i =1,...,n. [
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Teil 111

Vektorrdume und Lineare Abbildungen
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13 Vektorraume

Definition 29. Sei (V,+) eine abelsche Gruppe und -: K x V' — V so, dass
l. (a+pB)-v=a-v+p-v
2. (aB)-v=a-(8-v)
J.a-(vtw)=a-v+a-w

4. 1-v=w
fiir alle o, f € K und alle v,w € V. Dann heiit (V,+,-) ein Vektorraum (engl. vector space)
iiber K, oder einfach: ein K-Vektorraum. Die Elemente von V heiflen Vektoren (im weiteren

Sinn; vgl. Def. 17). Das Neutralelement von V' heifit Nullvektor und wird mit dem Symbol 0
bezeichnet. Die Operation - heifit Skalarmultiplikation. Statt « - v schreibt man auch aw.

Beispiel.
1. K ist ein Vektorraum iiber sich selbst.
2. K™ ist ein Vektorraum iiber K.
3. K™ ist ein Vektorraum iiber K.

4. Seien v1,...,v; € K” und
V={avi+ - +apvp:ay,...,aqp e K} CK"

die Menge aller Linearkombinationen von v, ..., v;. Dann ist V' ein Vektorraum. (Be-
achte: v,w € V.o, € K = av + pw € V.) Man sagt, V ,wird von vy, ..., v aufge-
spannt* oder ,erzeugt”.

Insbesondere lassen sich jeder Matrix A € K™*™ in natiirlicher Weise vier Vektorraume
zuordnen:
e der Spaltenraum im A (engl. column space) — das ist die Teilmenge von K", die von
den Spaltenvektoren von A aufgespannt wird

e der Zeilenraum coim A (engl. row space) — das ist die Teilmenge von K, die von
den Zeilenvektoren von A aufgespannt wird

e der Kern ker A — das ist die Menge aller x € K™ mit Az =0
e der Ko-Kern coker A — das ist die Menge aller z € K" mit zA = 0.

Dass Spaltenraum und Zeilenraum Vektorrdume sind, ist klar. Dass der Kern ein Vektor-
raum ist, ergibt sich aus den Ergebnissen des Abschnitts iiber Gleichungssysteme. Dass
auch der Ko-Kern ein Vektorraum ist, folgt dann unmittelbar aus coker A =ker AT,

5. Q(V/2) ist ein Vektorraum iiber Q (vgl. Bsp. 4 nach Def. 16).

6. C ist ein Vektorraum iiber R (vgl. Bsp. 5 nach Def. 16).
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10.

11.

12.

R ist ein Vektorraum iiber Q, und auch iiber Q(v/2).

K[X] ist ein Vektorraum iiber K. Ebenso die Obermenge K[[X]] und die Untermenge
K[X])<3 := {0+ a1 X + a2X? +a3X>: ap,...,a3 € K} C K[X]
aller Polynome vom Grad hochstens drei.

Die Menge K" aller Folgen in K bildet einen Vektorraum iiber K, wenn man definiert

(ao,al,...)+(b0,b1,...) = (a0+b0,a1+b1,...)
alag,ay,...) = (aag,aaq,...).

Allgemeiner: Die Menge K4 aller Funktionen f: A — K bildet in natiirlicher Weise
einen Vektorraum iiber K.

Im Fall K = R bildet die Menge aller konvergenten Folgen einen Vektorraum, denn es
gilt ja: sind (an)52g, (bn)o, konvergent, so ist auch (aa, + Bb,)5>, konvergent, fiir
jede Wahl von Konstanten «, 5 € R.

Auch die Menge N C RN aller Nullfolgen bildet einen Vektorraum iiber R, denn mit
limy, 500 @y, = limy, 00 by, = 0 gilt auch lim, o (aa, + Bb,) = 0 fir jede Wahl von
Konstanten o, 8 € R.

Die Menge C(R,R) aller stetigen Funktionen f: R — R ist ein Vektorraum iiber R,
denn wenn f, g stetig sind, so ist auch af + Bg stetig, fiir jede Wahl von Konstanten
a, B eR.

Ebenso die Menge C*(R, R) aller differenzierbaren Funktionen f: R — R, deren Ablei-
tung f’ stetig ist, sowie die Menge C*°(R, R) aller beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen.

Seien a,b,c: [0,1] — R stetige Funktionen und sei V' die Menge aller Funktionen
f:]0,1] — R, die mindestens zwei mal differenzierbar sind und fiir die gilt

a(z)f(x) + b(x) f'(2) + c(2) f"(x) = 0

fir alle z € [0, 1]. Eine solche Gleichung nennt man eine (lineare) Differentialgleichung
(zweiter Ordnung), und die Funktionen f heiflen Lisungen (engl. solution) der Diffe-
rentialgleichung.

Die Menge V' C C?(]0,1],R) bildet einen Vektorraum iiber R, denn wenn f, g Losungen
sind und «, 8 € R Konstanten, dann folgt aus

af+bf +cf"=0
ag+bg +cg" =0

durch Addition, dass
a(af +Bg) +b(af +Bg) +claf +Bg)" =0,
also af +pBge V.
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13. Seien a,b,c: Z — K Funktionen und sei V' die Menge aller Funktionen f: Z — K, fiir
die gilt
a(n)f(n) +b(n)f(n+1) +c(n)f(n+2)=0

fiir alle n € Z. Eine solche Gleichung heifit (lineare) Rekurrenz (zweiter Ordnung), und
die Funktionen f heiflen Lisungen der Rekurrenz.

Die Menge V' C KZ bildet einen Vektorraum iiber K, denn wenn f, ¢ Losungen sind und
a, B € K Konstanten, dann folgt aus

a(n)f(n) +b(n)f(n+1) +e(n)fln+2)=0 |-«

a(n)g(n) +b(n)gn+1) +c(n)g(n+2)=0  [-5
durch Addition, dass auch die Funktion h: Z — K, h(n) := af(n)+Sg(n) die Rekurrenz
erfiillt.

Sie werden im Verlauf Ihres Studiums noch viele weitere Vektorrdume kennenlernen. Es lohnt sich
deshalb, im folgenden beim Begriff ,, Vektor* nicht nur an Pfeile zu denken, mit denen eine bestimm-
te geometrische Anschauung verbunden ist, sondern eine allgemeinere Vorstellung des Begriffs zu
entwickeln, die die Beispiele oben miteinschliefft. Ein Vektor ist ab jetzt einfach ein Element eines
Vektorraums, und ein Vektorraum ist alles, was die Bedingungen aus Definition 29 erfiillt, egal ob
man sich darunter rdumlich etwas vorstellen kann oder nicht.

Satz 36. Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt:
1. VoeV:0-v=0
2.VveV:(-1)-v=—v
3.VaeK:a-0=0

4. VaeKVYveV:iav=0=a=0Vv=0

Beweis. Ubung ]

Definition 30. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge ) # U C V heifit Untervektorraum
(oder einfach: Unterraum, engl: subspace) von V| falls gilt:

VuvelUVapBeK:au+ fvel.

Beispiel.
1. Sind uy,...,ur € K", so ist die Menge U aller Linearkombinationen von w1y, ..., u; ein
Unterraum von K. Man sagt dann, U ist die lineare Hiille (engl. span) von uq, ..., ug
in K". Schreibweise: U = (uy, ..., u) oder U = span(uy, ..., ux).

Allgemeiner kann man statt K" irgendeinen Vektorraum V betrachten: fiir jede Wahl
von uy,...,u; € V ist die Menge (ui,...,u;) aller Linearkombinationen von uy, ..., ug
ein Unterraum von V.

2. Q(v/2) ist als Q-Vektorraum ein Unterraum von R.
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3. K[X]<3 ist ein Unterraum von K[X], und K[X] ist ein Unterraum von K[[X]].

4. Die Nullfolgen in R bilden einen Unterraum des Raums der konvergenten Folgen, und
diese bilden einen Unterraum des Raums aller Folgen in R.

5. Die differenzierbaren Funktionen bilden einen Unterraum des Raums aller stetigen Funk-
tionen, und diese einen Unterraum des Raums aller reellen Funktionen.

6. Die Menge aller Losungen f: [0, 1] — R der linearen Differentialgleichung
a(z)f(z) +b(z)f'(2) + c(z) f(z) = 0

bildet einen Unterraum des Vektorraums C?([0, 1], R) aller zweimal stetig differenzier-
baren Funktionen.

Satz 37. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V. Dann ist U auch ein
K-Vektorraum.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass (U, +) eine abelsche Gruppe ist und dass die Skalarmultipli-
kation die Gesetze aus Definition 29 erfiillt. Zunichst folgt aus U # 0, dass 0 € U ist (denn
ist u € U irgendein Element von U, so ist auch u —u = 0 € U). Damit enthélt U das notige
Neutralelement beziiglich +. Dass die weiteren Gesetze erfiillt sind, folgt daraus, dass sie fiir
V erfiillt sind und U C V ist. Es kénnte hochstens noch sein, dass U nicht unter allen Ope-
rationen abgeschlossen ist. Dass das nicht so ist, garantiert die Bedingung aus Definition 30,
zB mita=pF=1gitVu,veU :u+velUundmita=—-1,=0giltVuelU:—uecl.
Damit ist (U, +) eine Untergruppe von (V,+), und also eine Gruppe. Ahnlich argumentiert
man fiir die Skalarmultiplikation. =

Satz 38. Sei V ein K-Vektorraum und Uy, Us C V seien Unterrdume von V. Dann gilt:
1. Der Schnitt Uy N Us ist ein Unterraum von V.

2. Uy + Uy :={u; +uz:u; €Uj,ug € Us } ist ein Unterraum von V.

Beweis.
1. Uy N Uy enthélt zumindest den Nullvektor, ist also nicht leer. Dariiber hinaus ist zu
zeigen: Vu,v e Uy NU2 V a,f € K: au+ pv € Uy NUs.

Seien u,v € Uy NUs und «, 8 € K beliebig. Dann gilt u,v € Uy, und weil U; Unterraum
ist, folgt au+ fv € U;. Ebenso gilt au+ Bv € Us, weil u,v € Us und Us Unterraum ist.

Also ist au + v € Uy N Us, was zu zeigen war.
2. Uy + Us enthilt zumindest den Nullvektor, ist also nicht leer. Dariiber hinaus ist zu
zeigen: Vu,v € U1+ Us V o, B € K: au+ fv € Uy + Us.

Seien u,v € Uy + Uy und «, 8 € K beliebig. Dann gibt es uq,v1 € Uy und ug,ve € Uy
mit 4 = u; + ug und v = v; + v2. Da U; und Uy Unterrdume sind, gilt

aui + vy € U und  ausg + Bug € Us,

und folglich
(Oﬂu + 51)1) + ((JéUQ + 57)2) e Uy + Us.

=a(u1+uz)+B(vi+v2)
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Beispiel. Sind vy,...,v; € K", so gilt (v1,...,v) = (v1) + -+ + (vg).

Die Vereinigung U; U U, zweier Unterrdume ist genau dann wieder ein Unterraum, wenn U; C Us oder
U, C Uy ist. Allgemein gilt: Uy + Us ist der kleinste Vektorraum, der Uy U Uy enthélt.

14 Basis und Dimension

Definition 31. Sei V ein K-Vektorraum und B C V.

1. B heifit linear abhdngig, falls es fiir eine endliche Wahl paarweise verschiedener Vektoren

V1, .-

.,V € B Korperelemente aq,...,q; € K gibt, von denen mindestens eines nicht
Null ist, so dass gilt

ai1vy + -+ agvg = 0.

Anderenfalls heifit B linear unabhdngig.

2. B heiBt Erzeugendensystem (engl. generating set) von V', falls gilt: fiir alle v € V

existieren vy, ..

.,V € Bund ay,...,a; € K, so dass

V= 0qU1 + -+ QiU

Schreibweise in diesem Fall: V' = (B) oder V' = span(B). Sprechweise: ,,Die Elemente
von B spannen V auf“ oder ,erzeugen V*“.

3. Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V heifit Basis von V.

Beispiel. Sei V = Q%

1 0 0 0
0 1 0 0 DL .
1. { ol lol 11110 } ist eine Basis von V.
0 0 0 1
Allgemeiner: ist e; = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te Einheitsvektor, so ist {eq,...,e,} eine
Basis von K", die sogenannte Standardbasis.
1 1 1 1
0 1 1 1 . . .
2. { ol 1ol L1111 } ist auch eine Basis von V.
0 0 0 1
1 1 1 1 4
0 1 1 1 3 L. . .
3. { ol 1ol til il ]2 } ist ein Erzeugendensystem, aber keine Basis von V',
0 0 0 1 1
da die Menge nicht linear unabhéngig ist. Es gilt ndmlich:
1 1 1 1 4 0
0 1 1 1 3 0
10+1O+11+11+(—1)2_0
0 0 0 1 1 0



4.{

} ist zwar linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem von V,

o O O
O O = O
O = OO

da z. B. der Vektor nicht als Linearkombination von dargestellt

— o O O
o O o=
OO = O
O = OO

werden kann.

Fiir jeden Vektorraum V' gilt: V selbst ist ein Erzeugendensystem. Allerdings ist V' niemals linear
unabhéingig, da immer 0 € V gilt und 1-0 = 0 zeigt, dass {0} C V linear abhingig ist.

Ist E C V irgendeine Teilmenge des Vektorraums V', so wird es im allgemeinen manche Unterrdume
U geben, die E als Teilmenge enthalten, und andere, fiir die das nicht der Fall ist. Schreibt man & fiir
die Menge aller Unterrdume U C V mit E C U, so gilt (E) = [c¢ U. In diesem Sinn kann man sich
(E) vorstellen als den kleinsten Untervektorraum von V, der E enthilt.

Satz 39. Sei V ein K-Vektorraum, und seien By, By C V mit B; C Bs.
1. Ist Bj linear abhéngig, so ist auch By linear abhéngig.
2. Ist By linear unabhéngig, so ist auch Bj linear unabhéngig.
3. Ist By ein Erzeugendensystem von V, so ist auch By ein Erzeugendensystem von V.

4. Ist Bs kein Erzeugendensystem von V', so ist auch B; kein Erzeugendensystem von V.

Beweis.

1. Zu zeigen: es gibt vy, ..., vx € Bound (v, ..., a;) € KF\ {0} mit ajv; +- - -+ agvy = 0.
Nach Annahme gilt dies fiir By anstelle von Bs, und damit wegen B; C By erstrecht
auch fir Bs.

2. Folgt direkt aus Teil 1.

3. Zu zeigen: fiir alle v € V existieren vy,...,vx € By und a1,...,a; € K so dass v =
a1v1 + -+ - + apvg. Nach Annahme gilt dies fiir By, und wegen By C By erstrecht auch
fiir Bl.

4. Folgt direkt aus Teil 3. ]

Satz 40. Sei V ein K-Vektorraum und B C V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. B ist eine Basis von V.

2. B ist ein Erzeugendensystem von V und fiir jedes b € B gilt, dass B\ {b} kein Erzeu-
gendensystem von V ist.

3. B ist linear unabhingig und fiir jedes v € V' \ B gilt, dass B U {v} linear abhiingig ist.

4. Jedes v € V lésst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination von Elementen aus B
schreiben.
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Beweis.

(1)=(2) Gébe es ein b € B, so dass B\ {b} auch ein Erzeugendensystem von V ist, dann
gabe es fiir dieses b eine Darstellung

b:albl—i-'”—i-akbk

mit by,...,b, € B\{b} und a1, ..., a; € K. Dann ist aber aby +- - -+ b+ (—1)b = 0,
d.h. B wire linear abhéngig. Das steht im Widerspruch zur Annahme, dass B eine Basis
ist.

(2)=(3) zu zeigen: (a) B ist linear unabhingig und (b) B U {v} ist linear abhéngig fiir jedes
veV\B.
(a) Wére B linear abhéngig, so gibe es eine Abhéingigkeit

arby + -+ agby, =0

fiir gewisse by, ...,b, € B und (a1,...,a;) € KF\ {0}. O.B.d.A. kénnen wir annehmen,
dass a1 # 0. Dann aber ist

Damit kann jede Darstellung eines Vektors v, in der b; vorkommt, in eine andere {iber-
setzt werden, in der by nicht vorkommt. Also ist auch B\ {b1} ein Erzeugendensystem,
im Widerspruch zur Annahme.

(b) Sei v € V'\ B beliebig. Da B ein Erzeugendensystem ist, gibt es by, ...,b; € B und
af, ..., € Kmit v = aiby + - - - + agbg. Aber dann gilt

arby + -+ agby + (—1)v =0,
d.h. {b1,...,bg, v} ist linear abhéngig, und also auch B U {v}.

(3)=(4) (a) Existenz: zu zeigen ist, dass sich jedes v € V als Linearkombination von Ele-
menten aus B schreiben liasst. Fiir v € B ist das offensichtlich. Nehmen wir also an,
v ¢ B. Nach Voraussetzung B U {v} linear abhéingig, d.h. es gibt by,...,b; € B und
(Q1,... ) € KF\ {0} mit

arby + -+ + apby + apyrv = 0.

Es kann nicht ag41 = 0 sein, sonst wére {by, ..., b} linear abhéingig, und damit auch B.
Wenn aber aj.41 # 0 ist, haben wir

aq Qg

)o1 4+ (=

)bka
A1 Opt1

v=(—

d. h. v ldsst sich als Linearkombination von Elementen aus B schreiben.

(b) Eindeutigkeit: Sind
v=aiby + -+ agbg

und
v=ad1b1 + - + apbg
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zwei Darstellungen eines Vektors v € V' durch Elemente von B, so folgt

0= (g —a1)by + -+ (g — a)bx,

und da B linear unabhéngig ist, folgt oy = a1, ..., ap = ay.

(4)=-(1) Es ist klar, dass B ein Erzeugendensystem ist. Wére B nicht linear unabhéngig, so
giibe es by,..., by € Bund (aq,...,a;) € KF\ {0} mit

arby + -+ apbr = 0.

Eine andere Darstellung von 0 € V durch Elemente von B ist aber 0b; + - -+ + 0b; = 0,
im Widerspruch zur vorausgesetzten Eindeutigkeit solcher Darstellungen. ]

Satz 41. Sei V ein K-Vektorraum, M; C V sei ein Erzeugendensystem von V und My C V
sei linear unabhéngig. Dann gilt |M;| > |Ma].

Beweis. Angenommen nicht. Dann ist k := |Mj| < |Ma| insbesondere endlich und es gibt
paarweise verschiedene Vektoren vy, ..., vg11 € M.

Nach Satz 39 ist {v1, ..., vg+1} linear unabhéngig, weil My linear unabhéngig ist. Wir zeigen,
dass {v1,...,vgs1} linear abhéngig ist und kommen so zu einem Widerspruch zur Annahme
[My| < |My].

Schreibe My = {by,...,bx}. Da M nach Voraussetzung ein Erzeugendensystem ist, ldsst sich
jedes v; € Mo C V' als Linearkombination von by, ..., b; schreiben, etwa

v1 = a1,1b1 + a1 b + -+ aq by

Vg1 = Q1,101 + ag1,2b2 + - + Qg kb

Betrachte die Matrix
11 te a1k
A — . .. . c K(k—‘rl)Xk‘
Apr1,1 - Qg1
Wegen Satz 24 in Verbindung mit Satz 25 gilt Rang A < k. Damit gibt es 51, ..., k11 € K,
von denen nicht alle Null sind, so dass

a1,1 Q1,1
Br| + |+ 4 Brt : =0,
a1k Apy1k

d. h.

Bratg + -+ Brg1og41,1 =0,

pfraq g + -+ Brrrags1r = 0,
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d.h.

(Bra1q+ -+ Brr10a411)b1 =0,

(Broag + -+ Brr1apr1,k)br = 0.

Addition dieser k Gleichungen liefert

0= 1 (a11br 4+ a1 b))+ + Bryr (Qry1,101 + - + apprrbr),

/

~~

=v1 =Vk+1
also ist {v1,...,vk11} linear abhéngig. ]
Satz 42. Sei V ein K-Vektorraum und By, B seien Basen von V. Dann gilt: |B;| = | Ba].

Beweis. Da B; als Basis insbesondere ein Erzeugendensystem von V ist und By als Basis
insbesondere linear unabhéngig ist, folgt aus dem vorherigen Satz |B;| > |Bz|. Umgekehrt ist
auch Bj ein Erzeugendensystem und Bj ist linear unabhéngig, so dass auch |Bs| > |Bj| gilt.
]

Definition 32. Sei V ein K-Vektorraum und B eine Basis von V. Dann heifit
dim(V) := |B| € NU {o0}
die Dimension von V.

Wegen des vorherigen Satzes hingt die Dimension nicht von der Wahl der Basis ab, sondern nur vom
Vektorraum. Die Definition ist also in dieser Form zuléssig.

Ist M irgendeine linear unabhingige Teilmenge von V, so gilt |[M| < dimV, und ist M irgendein
Erzeugendensystem von V, so ist |M| > dim V.

Wenn V sowohl als Vektorraum iiber K als auch als Vektorraum iiber einem anderen Koérper K’ aufge-
fasst werden kann, dann hiangt die Dimension im allgemeinen davon ab, welchen Kérper man zugrunde
legt. Man schreibt deshalb auch dimg V' statt dim V', wenn der Korper nicht aus dem Zusammenhang
klar ist.
Beispiel.

1. dim{0} =0

2. dimK = 1, wenn man K als Vektorraum iiber sich selbst auffasst.

3. dimK" =n

4. dim K™*™ = nm

5. Sei vy,...,vr € K" und sei

V={awvi+ - +agvp:aq,...,ap €K}

die Menge aller Linearkombinationen von vy,...,v;. Klarerweise ist {vi,...,v;} ein
Erzeugendensystem von V', d.h. es gilt V = (v, ..., vg).
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Wegen Satz 39 gilt daher dim V' < k. Gleichheit gilt genau dann, wenn {vy,..., v}
linear unabhéngig (und damit eine Basis) ist.

Um das zu iiberpriifen bzw. um eine Basis zu bestimmen, berechnet man eine Trep-
U1

penform von | : | € K" Die von 0 verschiedenen Zeilen bilden eine Basis von V.
Uk
(Beweis: Ubung.)
U1
Insbesondere gilt: dim V' = Rang

Uk

6. Eine Basis von K[X]ist B = {1, X, X2, X3,...}. Es gilt also dim K[X] = oo. Eine andere
Basis von K[X] ist {1, X, X(X — 1), X(X —1)(X —2),X(X - 1)(X —2)(X —3),... }.
Es gilt sogar: Wenn b: N — K[X] \ {0} eine beliebige Folge von Polynomen ist mit der
Eigenschaft degb, = n fiir alle n € N, dann ist {b, : n € N} eine Basis von K[X].
Dabei bezeichnet degb,, den Grad des Polynoms b,.

7. Eine Basis von K[[X]] ist nicht bekannt. Aus dem néchsten Satz folgt aber, dass wegen
K[X] € K[[X]] und dimK[X] = oo der Vektorraum K[[X]] allenfalls eine unendliche
Basis haben kann. Im darauffolgenden Satz 44 werden wir zeigen, dass jeder Vektorraum
eine Basis hat. Es gilt also dim K[[X]] = oo.

Satz 43. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V. Dann gilt dimU <
dim V.

Im Fall dimV < oo gilt auerdem dimU = dimV <= U =V.

Beweis. Sei By eine Basis von U und By eine Basis von V. Dann gilt |By| = dimU und
|By | = dim V und wegen U C V auch By C V. Als Basis von U ist By linear unabhingig, und
als Basis von V ist By ein Erzeugendensystem von V. Aus Satz 41 folgt deshalb |By| < |By|.
Damit ist die Ungleichung bewiesen.

Zur Gleichheit ist offensichtlich, dass U =V = dim U = dim V gilt. Es bleibt also zu zeigen,
dass U C V AdimU = dimV = U =V gilt. Angenommen nicht, d.h. angenommen es gilt
U C V. Dann gibt es also mindestens ein v € V, das nicht in U liegt. Ist B eine Basis von U,
so ist dann B U {v} linear unabhéngig, und damit dimV > dimU + 1 > dimU. (]

Als n#chstes wollen wir beweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat. Dazu brauchen wir zun#chst
ein weiteres Axiom aus der Mengenlehre, das sogenannte Auswahlaziom (engl. axiom of choice). Dieses
Axiom besagt, dass es fiir jede Menge U von nichtleeren Mengen U eine Funktion f: U — Uy U
gibt, so dass f(U) € U fiir alle U € Y. Die Funktion f wihlt also aus jeder Menge U ein Element aus.

Es gibt eine Reihe von Aussagen, die zum Auswahlaxiom dquivalent sind. Eine davon ist das sogenannte
Zornsche Lemma. Wir werden diese Formulierung als Axiom verwenden, weil sich damit der Basissatz
(Satz 44) etwas bequemer beweisen lisst.

Axiom. (Lemma von Zorn) Es sei M eine Menge, < eine Halbordnung auf M (d.h. eine
Relation, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist), und es gelte: Fiir jede Teilmenge
T C M, so dass < auf T eine Totalordnung ist (d.h. es gilt Vz,y € T : x < yVy < x)
existiert ein s € M, so dass fiir jedes z € T gilt « < s.

Danngilt: dmeMVze M : m<xz=m=uz.
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Beispiel.

1.

\
/

2. M = [0,1] C R. Es gilt: jede monoton steigende Folge z; < z3 < --- in [0, 1] hat
eine obere Schranke in [0, 1], ndmlich zum Beispiel sup{z1,x2,...}. (Beachte: [0,1] ist
abgeschlossen.) Aus dem Axiom folgt die Existenz eines Maximums in [0, 1]. Dieses
Maximum ist natiirlich das Element 1.

3. Sei A eine beliebige Menge. Betrachte M = P(A) und die Inklusion C als Halbordnung.
Es gilt: Fiir jede Teilmenge T C M mit der Eigenschaft, dass U C V oder V C U fiir
alle U,V € T gilt, gibt es ein S € P(A) mit U C S fiir alle U € T, namlich zum Beispiel

S=UperU.

Aus dem Axiom folgt die Existenz einer Menge U € P(A), die nicht in einer noch
groferen Menge enthalten ist. (So eine Menge U ist zum Beispiel A selbst.)

Satz 44. (Basiserginzungssatz) Sei V' ein K-Vektorraum und A C V linear unabhingig.
Dann gibt es eine Basis B von V mit A C B.

Insbesondere gilt: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Betrachte die Menge
M ={U:ACUCYV und U ist linear unabhingig }

zusammen mit der Halbordnung C. Jede Teilmenge T C M mit VU,V € T: U CVVV CU
hat eine obere Schranke, nédmlich zum Beispiel S = (Jyer U. Klarerweise gilt U C S fiir
alle U € T. Auflerdem gilt auch S € M (d.h. S ist linear unabhiingig), denn fiir jede Wahl
v1,...,0; € S von endlich vielen Vektoren gibt es endlich viele Uy,..., Uy € T, so dass
v € Uj,..., vp € Ug. Da T total geordnet ist, enthélt eines dieser U; alle anderen, etwa
Uy, CU;, C---CU,, fiir gewisse i1, ..., 4. Dann gilt also vy, ..., v; € U;,, und da U;, wie alle
Elemente von T linear unabhéngig ist, folgt aus ayv1+---+agvy = 0dassa; = -+ = o = 0.
Da v1, ..., v beliebige Elemente von S waren, ist S linear unabhéngig.

Damit ist gezeigt, dass in M jede total geordnete Teilmenge eine obere Schranke hat. Aus
dem Zornschen Lemma folgt deshalb die Existenz einer Menge B € M, die maximal ist in
dem Sinn, dass BU {v} fiir jedes v € V' \ B linear abhéingig ist. Mit Satz 40 folgt, dass B eine
Basis von V ist. ]
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Fiir endlich-dimensionalen Vektorrdumen gibt es einen wesentlich einfacheren Beweis. Betrachte dazu
folgenden ,, Algorithmus®:

1 B:=A

2 solange B kein Erzeugendensystem von V ist:

3 wéhle ein v € V'\ (B)

4 setze B := BU {v}

5 return B.

Dabei bezeichnet (B) wie iiblich den Unterraum von V, der von den Elementen von B erzeugt wird.
Man iiberzeugt sich leicht durch Induktion, dass B wéhrend des gesamten Algorithmus linear un-
abhéngig ist, also insbesondere auch am Ende. Ferner ist klar, dass B am Ende auch ein Erzeugen-
densystem ist, also der Algorithmus tatséchlich eine Basis von V' produziert, die A enthélt. Da sich in
jedem Schleifendurchlauf die Dimension von (B) um eins erhoht, ist klar, dass der Algorithmus nach

spétestens dim V' (< oo) vielen Schritten terminiert. Im Fall dim V' = oo funktioniert dieses Argument
nicht, weil dann der Algorithmus nicht terminiert.

Beispiel. V =R?,

1 )

2 6
A=/ s |7 }.

4 8

a1l as

Um A zu einer Basis von V zu ergénzen, berechne eine Treppenform von (Z;) € R?*4 und fiille
diese mit Einheitsvektoren zu einer quadratischen Matrix von maximalem Rang auf. A bildet
zusammen mit den hinzugefiigten Einheitsvektoren eine Basis von V.

1 2 3 4 -5 1 2 3 4
—
5 6 7 8 J+ 0 4 -8 —12

1 2 3 4
0 —4 -8 —12
I R )
00 0 1

Daraus folgt, dass AU { } eine Basis von V ist.

O = OO
_ o O O

Natiirlich gibt es andere Moglichkeiten. Zum Beispiel ist auch A U { } eine Basis

=N
_ o o O

von V.

15 Konstruktionen

Wie man mit Vektoren rechnet, ist in Definition 29 festgelegt. Wir wollen jetzt mit ganzen Vek-
torrdumen ,rechnen®. Damit ist gemeint, dass wir aus gegebenen Vektorrdumen neue Vektorrdume
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konstruieren wollen, und fiir diese Vektorrdume wissen wollen, wie ihre Dimension mit der Dimension
der urspriinglichen Vektorrdume zusammenhéngt, bzw. wie man aus bekannten Basen der urspriing-
lichen Rdume eine Basis des neuen Raums ausrechnen kann.

Beispiel. Nach Satz 38 gilt: Sind U;, Uy Unterrdume eines K-Vektorraums V, so sind auch
Ui NUs und Uy + Us Unterrdume. Wie bekommt man eine Basis fiir diese Rdume, wenn man
Basen B, Bs von U; und Us kennt? Nehmen wir zur Vereinfachung an V = K".

1. Uy + Us: In diesem Fall ist By U By ein Erzeugendensystem, aber im allgemeinen keine
Basis. Wie im Beispiel 5 nach Definition 32 gezeigt, kann man B; U By zu einer Basis
machen, indem man eine Treppenform der Matrix der Zeilenvektoren bestimmt und

1 0 1 1
. . . . 1 0 0
daraus die Nullzeilen streicht. Ist zum Beispiel U; = ( ol 1o ), Ua = ( ol 11 )
0 0 0 1
so gilt
1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0
Ul + U2 - ( 0 9 0 9 0 9 1 > - < 0 ) 0 ) 1 >
0 0 0 1 0 0 1

2. UiNU,: Fiirv € V gilt v € U;NUs genau dann, wenn sich v sowohl als Linearkombination
von Elementen einer Basis By von U;j als auch als Linearkombination von Elementen
einer Basis By von Us schreiben lasst. Die Menge all dieser v ldsst sich bestimmen,
indem man ein lineares Gleichungssystem 16st.

1 0 1 1
o 1 1 0 0
Beispiel: U = ( ol 1o ), Us = ( ol |1 )
0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 -1 -1 a1
1 1| 0 0 11 0 O az |
afoltelg]l =P ol T2 1] © loo o —1||s ]|
0 0 0 1 00 0 -1 B2
1
-1
& (aaz B, 6) (| )
0
1 0
Daraus folgt, dass {1 - [1) + (1) (1) } ein Erzeugendensystem von Uy N Uy ist.
0 0

3. Statt durch ein explizites Erzeugendensystem kénnen U; und Us auch durch implizite
Darstellungen gegeben sein, also durch Matrizen Ap, As mit U; = ker Ay und U =
ker Ao. Eine implizite Darstellung fiir den Schnitt ist dann besonders leicht, es gilt
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namlich ker (ﬁ;) = Uy N Usy. Dabei ist (ﬁ;) die Matrix, die man erhélt, wenn man
die Zeilen von A; und die Zeilen von As nacheinander in eine gemeinsame Matrix
schreibt. Wenn man eine Darstellung mit minimaler Zeilenzahl méchte, kann man (ﬁ;)
in Treppenform bringen und Nullzeilen 16schen. Die Berechnung des Schnitts mit der
impliziten Darstellung verlduft also &hnlich wie die Berechnung der Summe mit der

expliziten Darstellung.

Umgekehrt verlduft die Berechnung der Summe mit der impliziten Darstellung so &hnlich
wie die Berechnung des Schnitts mit der impliziten Darstellung. In diesem Fall sucht man
eine Matrix A von gréfitmoglichem Rang, deren Zeilen sich sowohl als Linearkombination
von Zeilen von A als auch von Zeilen von As auffassen lassen. Ist etwa

1 2 3 4 1 0 0 0
U =ker |0 1 2 1 und Us=ker{2 1 0 0],
1 1 11 3 210

so berechnet man zunéchst (aq, ag, as, f1, P2, f3) mit

+ a3 =5 + B2 + 33

aq

IS GURE NI
— N = O
— == =
SO O -
S O =N
O =N W

Das Gleichungssystem

a1
-1 -2 -3 (D)
0 -1 -2 (0%}
o 0o —-1||a
0 0 0 Ba
Bs

=0

[IENGCRN O
_ N = O
e

hat den Lésungsraum ((—1,0,4,0,0,1),(—1,—1,5,0,2,0)). Damit berechnet man

+0 +4 und -1 +5

_ N RO
e
S = N W

0 1
1 1
2 1
1 1

=W N =
=W N =
S O N

. 3210
underhaltU1+U2:ker<4 2 0 0).

Satz 45. Seien Uy, Us endlich-dimensionale Unterrdume eines K-Vektorraums V. Dann gilt:

dim(U1 + Ug) =dimU; +dim Uy — dim(U1 N Ug).
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Beweis. Sei {b1,...,bx} eine Basis von U; N Us. Nach Satz 44 gibt es bgy1,...,by € Uy und
bi+1,-..,bp € Uz, so dass

{b1,.- -, bk, bps1,---,bm}
eine Basis von U; und B .

(b1, b byt -, b}

eine Basis von U, ist. Betrachte
B:={b1,....bibis1, - by bpsts - - be}

B ist ein Erzeugendensystem von U; + Us, denn jedes u € U; + Us lésst sich schreiben
als 4 = uy + ug mit u; € Uy und uy € Us, und jedes u; € Uj ist eine Linearkombina-
tion von {b1,...,bg,bxs1,...,bm} C B und jedes ug € Us ist eine Linearkombination von
{b1,... by, bys1,...,b¢} € B, und wenn also jedes u; € U; und jedes up € Us eine Linear-
kombination von Elementen aus B ist, dann gilt dies auch fiir u = uy + uo.

B ist auch linear unabhéngig: Betrachte dazu oy, ..., ok, k41, .-+, Om, Qkt1, - - -, Gp € K mit

arby 4 -+ Qb + Gk 1bg1 + - + dgby = 0.

Zu zeigen: o = -+ = Qup = Qg1 = *

&y = 0. Aus der angenommenen Relation folgt

arby 4 A @by, = (—agr1)bprr + -+ (=)

el eUs

Beide Seiten liegen also in U1 NUz. Der Vektor auf den beiden Seiten der Gleichung hat deshalb
auch eine Darstellung 81b1 +- - - + B by, fiir gewisse S, ..., 0k € K. Da {b1,..., bk, bgt1,...,be}
eine Basis von Uy und damit linear unabhéngig ist, folgt aus

Biby + -+ Brby = (—@ky1)brys + -+ (—é)by

zundchst, dass 1 = -+ = By = Qg1 = -+ = & = 0 ist. Wir haben es also mit dem
Nullvektor zu tun, und deshalb folgt als néchstes aus

arby + -+ amby =0

mit der linearen Unabhéngigkeit der Basis {b;,..., by} von U; auch oy = -+ = a, = 0.
Damit ist gezeigt, dass B eine Basis von U; + Uy ist. Es folgt dim(Uy1+Us) = |B| = m+{—k =
dim U; + dim Uy — dim(U; N Uy). [

Gilt Uy N Uy = {0}, so schreibt man statt Uy + Uy auch Uy & Us und sagt, die Summe ist direkt. Im
Fall einer direkten Summe gilt dim(Uy @ Uz) = dim Uy + dim Uy, weil ja dim{0} = 0 ist.

Wenn U = U; + U, ist, dann lésst sich jeder Vektor u € U schreiben als u = uy + us fiir ein uy € Uy
und ein us € Us. Bei einer direkten Summe ist diese Darstellung eindeutig.

Aus dem Basiserginzungssatz folgt, dass fiir jeden Unterraum U von V ein Unterraum W von V
existiert mit V' = U @ W. Einen solchen Raum W nennt man einen Komplementdrraum von U. Der
Komplementérraum von U ist im allgemeinen nicht eindeutig.

w W
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Fiir Unterrdume Uy, Us von K™ mit Dimensionen d; = dim(U;) und ds = dim(Us) wissen wir aus dem
vorigen Beispiel, wie man Basen von U; + U und U; NUs; berechnet: eine Basis von U; + Us bekommt
man, indem man Basen von U; und Us wihlt, diese in die Zeilen einer Matrix M € K(d1+d2)xn gchreibt,
und die Matrix dann in Treppenform bringt. Die von Null verschiedenen Zeilen dieser Treppenform
bilden dann eine Basis von U; + Us. Insbesondere gilt dim(U; + Uy) = Rang(M). Fiir den Schnitt
Uy NUs hatten wir gesehen, dass man ein Erzeugendensystem dadurch berechnen kann, dass man den
Kern von M T bestimmt, und aus den Basiselementen des Kerns Erzeuger von U; N U, berechnet. Da
der Kern von M T die Dimension

Satz 25 Satz 45
dy +dy — Rang(M ") i dy + dy — Rang(M) = dim(U;) + dim(Us) — dim(Uy + Us) i dim(Uy N Uz)

hat, kénnen wir folgern, dass diese Rechnung nicht nur ein Erzeugendensystem fiir U; N Us, sondern
sogar eine Basis liefert.

Satz 46. Seien U, W zwei K-Vektorraume und By, By Basen von U bzw. W. Dann ist die
Menge V = U x W zusammen mit

(u1,w1) + (ug, ws) = (uy + ug, w1 + wo)
inTV in U in W
a- (u,w) = (a-u,a-w)
in V inU inW

ein K-Vektorraum, und B = (By % { (I)/V Hu OU } x By) ist eine Basis. Insbesondere gilt
€ €

dimV =dimU + dim W.

Beweis. Dass V' ein Vektorraum ist, zeigt man durch Nachrechnen der nétigen Gesetze. Die
Dimensionsaussage folgt direkt aus der Aussage iiber die Basis. Wir zeigen: B = (By x {0})U
({0} x Byy) ist eine Basis von V.

B ist linear unabhéngig: Seien by,...,by € B und ag,...,ar € K mit ajby + - + agby = 0.
Jedes b; hat die Form (b, 0) fiir ein b € By oder (0, b) fiir ein b € Byy. O.B.d.A. seien by, ..., b;
von der ersten und b;y1,..., b, von der zweiten Form. Dann gilt

atby+ - +ab; =0 und  @iprbiyr + -0+ agby =0,

und da By und By linear unabhéngig sind, folgt oy = -+ = a; = 0und 41 = --- = o = 0.

B ist ein Erzeugendensystem: Sei v € V. Dann ist v = (u,w) fiir gewisse v € U und w €
W. Daraus folgt, dass es aj,...,ar € K und uy,...,ux € By sowie f1,...,08; € K und
w1, ..., wp € By gibt mit

u=ou; + - +apur, und w= Grwi + -+ Bewy.

A RO R P
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Beispiel. U =R%, W =R

v=(u,w) eV =UxW

oA

Wenn x eine Art ,Multiplikation® von Vektorrdumen ist, wie miisste dann eine passende , Division*
aussehen? Wenn also ein Vektorraum V und ein Unterraum W von V gegeben ist, wie kénnen wir dann
sinnvoll erklidren, was U := V/W sein soll, damit diese Operation in gewisser Weise die Produktbildung
V =U x W riickgéingig macht?

Die Idee ist, dass man alle Vektoren v € V| die den gleichen U-Anteil haben, als ein und denselben
Vektor auffast, d. h. dass man die jeweiligen WW-Anteile der Vektoren einfach ignoriert. Formal erreicht
man das, indem man auf V' die Aquivalenzrelation ~ einfiihrt mit

V1~ Uy = v — vy € WL

Dann gilt ndmlich v; ~ vo genau dann, wenn v, v2 den gleichen U-Anteil haben, denn dieser hebt sich
dann bei der Bildung der Differenz heraus und es bleibt nur noch die Differenz der (gléglicherweise un-
terschiedlichen) W-Anteile iibrig. Es ist leicht nachzupriifen, dass ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation
ist:

Reflexivitdt: Da W als Unterraum von V insbesondere ein Vektorraum ist, gilt 0 € W. Damit gilt fiir
jedesv eV, dassv—v=0¢€ W, also v ~ v.

Symmetrie: v1 ~ vy = vy —vg € W = (=1)-(v1 —v2) € W = vg —v; € W = vy ~ v1. Im
zweiten Schritt wird wieder verwendet, dass W ein Vektorraum ist, und also abgeschlossen
unter Skalarmultiplikation.

Transitivitét:
V1 ~ V2 Vg ~ U3
U U

v —v2 €W vy —v3 €W
g

(v —v2) + (Vg —v3) =v1 —v3 €W
U

V1 ~ U3

Die Vektoren mit dem selben U-Anteil bilden genau die Aquivalenzklassen beziiglich ~.
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; ~

Wir zeigen als nichstes, dass sich die Menge der Aquivalenzklassen als Vektorraum auffassen lisst.
Diesen Vektorraum nennt man dann den Quotientenraum V/W.

Satz 47. Sei V ein K-Vektorraum, W C V ein Unterraum von V. Fiir v1, vy € V sei definiert
v] ~ vy <= v; — vy € W. Die Menge U := V/W := V/~ bildet zusammen mit
+:UxU—=U, [’1}1]N + [’Uz]w = [Ul +’U2]N
2 KxU—=U, «av).:=[av].
einen K-Vektorraum.

Beweis. Zu zeigen ist: (a) die Definitionen sind reprisentantenunabhiingig, und (b) (U, +, -)
ist ein Vektorraum.

(a) Addition:

V1 ~ U9 U1 ~ U2
Y \

v —uv €W v — vy €W
U
(Ul—UQ)—i—(le—fJQ)EW
Y

vl + U1 ~ U2 + Vo

Skalarmultiplikation:
vy ~ vy =01 —v2 €W = alvy —v2) = avy — avg € W = avy ~ avs.

(b) Die nétigen Gesetze sind erfiillt, weil sie nach Voraussetzung in V' erfiillt sind und sich
von dort {ibertragen. m

Definition 33. Der Vektorraum V/W aus obigem Satz heifit der Quotientenraum (engl.
quotient space) oder Faktorraum von V nach W.

Beispiel. Fiir jeden Vektorraum V' gilt V/V = {[0].}, denn in diesem Fall gilt v; ~ vy fiir
alle v1,v9 € V, insbesondere also v ~ 0 fiir alle v € V.

Satz 48. Sei V ein K-Vektorraum, W C V ein Unterraum, U C V ein Komplementirraum
von W (dh V=UesW,dh V=U+Wund UNW = {0}). Weiter sei B eine Basis von U.
Dann ist B := {[b]~ : b € B} eine Basis von V/W. Wenn U endlich-dimensional ist, gilt
insbesondere dim V/W = dim U. Wenn auch V' und W endlich-dimensional sind, gilt weiters
dimU =dimV —dim W.
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Beweis. Die Dimensionsaussagen folgen unmittelbar aus der Basiseigenschaft. Daher ist nur
zu zeigen: B ist linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem.

(a) B ist linear unabhiingig: Seien oy, ..., a; € K und [b1) sy [bK]~ € B so, dass
anfbi]~ + -+ aglbr]s = [0]~.
Dann ist [a1by + - - - + abg]~ = [0]~. Dann ist

a1by + -+ apb, € W.
eU

Dann aby+- - -+ agby, =0, da UNW = {0}. Dann a1 = - -- = ay; = 0, da B linear unabhéngig
ist.

(b) B ist ein Erzeugendensystem: Sei [z]~ € V/W. Wegen U+W = V lisst sich z schreiben als
x = u—+w fiir gewisse v € U und w € W. Dann ldsst sich u schreiben als u = a1b1 + - - - + o by
fiir gewisse aq,...,ap € Kund by,...,b, € B. Dann ist

[#]~ = [u]~ = [onby + - - + agbi]o = aq[b]~ + -+ - 4 ag[bi]~.

|
Beispiel.
1 ) 0 0
A 2| |6 - . . o| [o], .
1. V=R*" W ={ NEE ). Nach dem Beispiel auf Seite 103 ist U = ( 1o ) ein
4 8 0 1

Jos | |~} eine Basis von V/W.

0
Komplementérraum von W, und also ist {] (1)
0

— o O O

1 ). Man kann sich V/W geometrisch vorstellen als die Menge

aller Geraden in V', die zu W parallel sind. W selbst ist eine Gerade durch den Ursprung.
Sie ist das Nullelement von V/W. Das ist immer so:

2. Sei V =R3 undW:<<2

O.={veV:iv~0}={veV:iv-0ecW}=W.

Der Komplementéarraum von W in V' ist nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel gilt

V_WelU =Wel, fir U, = <<_13>> und Uy — <(_31)>.

Auf die Wahl des Komplementéirraums kommt es im Quotientenraum nicht an. Wichtig
ist nur, dass der Komplementérraum jede der zu W parallelen Geraden in genau einem
Punkt schneidet. Diesen Punkt kann man dann als Reprisentanten der Aquivalenzklasse
verwenden. Verschiedene Komplementérraume liefern fiir dieselbe Klasse verschiedene
Représentanten.

110



Uz

Ur

Statt der Notation [u] fiir die Aquivalenzklasse eines Vektors u € V verwendet man
auch die Notation u + W. In der Tat gilt jau+ W :={utw:weW}={veV v~

u} = [u]~.

Die néchste Konstruktion ist wieder eine Art ,Multiplikation® von Vektordumen. Dabei nimmt man
nicht das kartesische Produkt U x W der Réume selbst, sondern betrachtet den Vektorraum, der das
kartesische Produkt einer Basis von U mit einer Basis von W als Basis hat.

Dazu beachte man zunéchst, dass man jede beliebige Menge M als Basis eines K-Vektorraums auffassen
kann, ndmlich des Raums Fg(M) aller Funktionen f: M — K mit [{z € M : f(z) # 0}] < o
zusammen mit der naheliegenden Addition und Skalarmultiplikation. Man nennt Fg (M) den freien
Vektorraum iber M.

Die Menge M ist insofern eine Basis von Fg (M), als man jedes m € M identifizieren kann mit der
Funktion m: M — Kmit m(z) = 1 falls £ = m und m(z) = 0 falls  # m. Fiir ein Element v € Fg (M)
mit v(mq) = a1, v(mg) = ag und v(m) = 0 fiir alle m € M \ {m1, ma} schreibt man «; my + as ma,
usw.

Beispiel.

1. Sei K = Q und M = {a,b,c}. Dann besteht Fg (M) aus allen ,Linearkombinationen*
aa—+ pBb+~vcmit o, B, € K. Streng genommen hat diese Summe keine eigene Bedeutung
sondern ist nur eine Kurzschreibweise fiir die Funktion f: M — Kmit f(a) = «, f(b) =
B, f(c) =~. Allerdings sind die Addition und Skalarmultiplikation auf Fg (M) genau so
definiert, wie es die Notation suggeriert. Zum Beispiel gilt 2(5a—3b+8¢) — (2a+3b—c) =
8a — 3b+ 17c.

2. Fir n € Nist K* = Fg({1,2,...,n}), wenn man die gewohnte Vektorschreibweise
a = (a1,...,a,) fir Elemente a von K" interpretiert als eine Schreibweise fiir die
Funktion a: {1,...,n} — K mit a(i) = «; fiir i = 1,...,n. Die Addition und Skalar-
multiplikation entsprechen genau den gewohnten Vektor-Rechenregeln. In diesem Fall
ist die Kurzschreibeweise a = a11+ @92+ - -+ a1 nicht zu empfehlen, weil die Symbole
1,...,n sowohl Elemente in M als auch Elemente in K bezeichnen kénnen. Wenn man
aber statt {1,...,n} die Menge {ey,...,e,} nimmt, wobei ej,..., e, als neue Symbole
verstanden werden, die nicht auch schon fiir gewisse Elemente von K stehen, dann ist
die Schreibeweise a = aje; + -+ + ane, durchaus suggestiv. Sie passt insbesondere
mit der gewohnten Schreibweise zusammen, wenn man die e; nicht als formale Symbole
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interpretiert, sondern als Variablen, die fiir die Einheitsvektoren (0,...,0,1,0,...,0)
stehen.

3. Ahnlich wie im vorherigen Beispiel kann man sagen, dass K[X] nichts anderes ist als
Fx(N), wobei man fiir die Basiselemente 0, 1,2, ... zur besseren Unterscheidbarkeit von
Korperelementen 1, X, X2, ... schreibt. Es sei noch einmal daran erinnert, dass auch bei
unendlich groflen Basen Linearkombinationen immer nur von endlich vielen Vektoren
gebildet werden kénnen. Deshalb ist z. B. 1+ X + X2+ X3+ - kein Element von K[X].

Wenn nun U und W zwei Vektorrdume sind und By ist eine Basis von U und By eine Basis von W,
so kann man definieren U ® W := Fg(By X By). Man nennt diesen Vektorraum das Tensorprodukt
(engl. tensor product) von U und W, seine Elemente heiflen Tensoren.

Ein Tensor ist also eine Linearkombination von Paaren (by,bw ), wobei by € By und by € By

ist. Sind w € U, w € W beliebig, etwa u = albgjl) 4+ 4+ akbgg) fir gewisse ag,...,a;r € K und
bg), e ,bgc) € By, und w = 51175,‘1,) + - -+ﬂmbg,") fiir gewisse S, ..., Bm € Kund b%,‘l,), e ,b(VgL) € By,
so definiert man i
uRw = ZZaiﬂj(bS),bﬁﬁ)) cUW.
i=1 j=1

Insbesondere gilt dann by ® by = (by,bw) fiir alle by € By und by € By . Ferner gelten die
Rechenregeln a(u @ w) = (qu) @ w = u ® (aw) und (u1 + u2) @ w = (u; ® w) + (ug ® w) und
u® (w1 +ws) = (u®wy) + (u®ws) und insbesondere u® 0 = 0@ w = 0 fiir alle a« € K, w,uj,us € U
und w, wy,wy € W.

Beispiel. Im Fall U = K" und W = K™ kann man sich V = U ® W als den Raum K"*™
der Matrizen vorstellen. Nimmt man fiir U und W jeweils die Standardbasis {e1,...,e,} CU
bzw. {é1,...,&,} C W, so entspricht ¢; ® é; der Matrix, die eine 1 an der Stelle (7,) hat,
und tiiberall sonst nur Nullen.

Allgemeiner: Sind u = (u1,...,u,) € U, w = (wy,...,wy) € W zweil beliebige Vektoren, so
entspricht der Tensor u®w € URW der Matrix, die man erhélt, wenn man u als Spaltenvektor
mit w als Zeilenvektor multipliziert, also

Uy uiw; uwwz - UlWm

u2 w1 Uwz2 - UWm
(wl,wg, e ,wm) =

Un UpW1 UQWp -+ UpWm

Dass nicht jede Matrix diese Form hat, verdeutlicht, dass sich nicht jeder Tensor v € U @ W
schreiben lésst als v = u®w fiir gewisse u € U, w € W. Es gibt zum Beispiel im Falln = m = 2
keine (u1,uz), (w1, ws) € K2, so dass (Zl> (w1, wq) = (u1w1 u1w2> = ((1) (1)> ist.

2

UW1  U2W2

Die obige Definition von U ® W ist etwas unbefriedigend, weil sie auf Basen von U und W zuriickgreift.
Wihlt man statt By und By zwei andere Basen By, By, so ist Fx(By x By) streng genommen
nicht dasselbe wie Fx (B, x By, ). Es zeigt sich aber, dass diese Rédume ,,im wesentlichen® dieselben
sind. Um das konkret zu machen, verwendet man den Begriff der Isomorphie von Vektorrdumen, um
den es im folgenden Abschnitt gehen wird.

16 Lineare Abbildungen und Isomorphie
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Definition 34. Seien V,W zwei K-Vektorrdume.
1. h: V — W heifit Homomorphismus oder lineare Abbildung, falls gilt
inV in W
s 1
Ve,yeVVa,peK:ha-z+8-y)=a-h(x)+ B h(y).
T T T T
inV inV in W in W
Ein Homomorphismus von V nach V heifit auch Endomorphismus.

2. Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Wenn ein solcher existiert, sagt
man, V und W sind (zueinander) isomorph. Schreibweise: V' = W.

Ein Isomorphismus von V nach V heifit auch Automorphismus.
3. Ist h: V — W ein Homomorphismus, so heif}t
kerh:={xeV:h(z)=0}
der Kern (engl. kernel) und
imh:=h(V)={h(z):zeV}

das Bild (engl. image) von h.

_(
A

1. f: R— R, f(x) = 3z ist linear. Die Funktionen g: R — R, g(z) = 3z+5und h: R — R,
h(z) = 22 sind nicht linear.

Beispiel.

2. V=K" W = K". Fiir jede beliebige Matrix A € K"*™ ist
h:V — W, h(x)=Ax
eine lineare Abbildung. Es gilt ja
haw + By) = Aoz + By) — ads + BAy — ah() + Bh(y)
fiir alle a, 6 € K und alle z,y € V.

Insbesondere sind geometrische Transformationen wie z. B. Drehungen lineare Abbil-
dungen.
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r+y az
h(z) + h(y) = h(z +y) h(azx) = ah(x)

. Die Abbildung -": K™™ — K™*" die jeder Matrix A € K"*™ ihre Transponierte
zuordnet, ist linear.

. Die Abbildung h: K™*™ — K", die dadurch definiert ist, dass h(A) die erste Spalte von
A ist, ist linear.

. Seien vy, ...,v, € K" fix und h: K* — K definiert durch h(z) := det(z,va,...,vy).

Dann ist h eine lineare Funktion. Dabei ist mit (z,va,. .., v,) die Matrix gemeint, deren
Spalten x,vs, ..., v, sind.
Wenn vy, ..., v, linear unabhingig sind, gilt kerh = (va,...,v,) C K". Anderenfalls

gilt ker h = K", d. h. h ist die Nullabbildung.

Die Funktion det: K®"*™ — K ist nicht linear.
.V =K[X], W = K¥. Die Funktion
h:V =W, hlag+a X+ -4+a,X"):=(z—a+arz+ -+ a,z"),

die jedem Polynom die entsprechende Polynomfunktion zuordnet, ist linear.

Wenn K ein endlicher Kérper ist, ist h surjektiv, aber nicht injektiv (z. B. gilt h(p) =0
fiir p = X? + X € Zy[X]). Wenn K z.B. Q oder R ist, ist h injektiv, aber nicht sur-
jektiv (z. B. enthélt RR auch die Exponentialfunktion, die sich nicht durch ein Polynom
beschreiben ldsst). Man nennt Pol(K) := im h den Raum der Polynomfunktionen.

.V =K[X], W =K, a € K fix. Dann ist die Funktion
h:V =W, h(ag+a X+ +a, X")=ag+aa+ -+ a,a”,

die jedem Polynom den Wert der zugehotrigen Polynomfunktion an der Stelle a zuordnet,
linear.

Die Funktion ist nicht injektiv, denn zum Beispiel gilt h(0) = 0 = h(X — «a), aber
0 # X — «. Sie ist aber immer surjektiv, denn fiir jedes w € W =K ist p := w € K[X]
ein Polynom mit h(w) = w.

. Die Abbildung

0o 12
h: K[[X]] = K[X], B anX"):=> a,X"
k=0 k=0
ist linear.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.

Sei V = K[[X]] und N € N fix. Dann ist die Abbildung
XNV oK, (XN an X" = ay,
n=0

die aus einer formalen Potenzreihe den N-ten Koeffizient extrahiert, linear.

Sei V' der R-Vektorraum aller konvergenten Folgen, W = R. Dann ist

h:V =W, h((an)prp) = lim a,

n=0 n—00
eine lineare Abbildung. Thr Kern ist der Raum aller Nullfolgen.
Die Funktion h: Q — Q(+/2) mit h(z) = = + 0v/2 fiir alle z € Q ist linear.

Die Funktionen Re,Im: C — R, die jeder komplexen Zahl ihren Realteil bzw. ihren
Imaginérteil zuordnen, sind linear, wenn man C als Vektorraum iiber R auffasst.

Fiir jedes fixe a € Q(v/2) ist die Abbildung h: Q(v/2) — Q(v/2) mit h(x) = ax eine
lineare Abbildung des Q-Vektorraums Q(+/2) in sich selbst.

Fiir a = 3 4 2v/2 ergibt sich zum Beispiel h(a + 8v2) = (3a 4 483) + (2a + 36)v/2.

Sei V' ein K-Vektorraum, W ein Unterraum von V, und h: V. — V/W, h(z) = [z]~.
Dann ist h eine lineare Abbildung. Ihr Kern ist .

Sind V,W zwei beliebige K-Vektorrdume, so gilt V/{0} = V, {0} x W = W und
(VxW)/({0} x W)= V.

Sind U, W zwei K-Vektorrdume und V. =U x W, soist 7: V. — U, 7(u,w) = u eine
lineare Abbildung, die zwar surjektiv aber nicht injektiv ist. Thr Kern ist ker 7 = {0} x W

Sind U, W zwei K-Vektorrdume, so ist fiir jedes fest gewihlte w € W die Abbildung
h:U — U®W, h(u) = v ® w linear. Die Funktion h: U x W — U @ W, h(u,w) =
u ® w ist dagegen nicht linear, denn zum Beispiel gilt (1,1) ® (1,1) = h((1,1),(1,1)) #
h((1,0),(1,0)) + h((0,1),(0,1)) = (1,0) ® (1,0) + (0,1) ® (0, 1).

Fx({1,...,n}) = K"

Ist V irgendein Vektorraum und B eine Basis von V, so gilt Fx(B) = V.

Es gilt K" @ K™ =2 K"*™ und K" x K™ = K™,

Fiir zwei Unterrdume U, W von V mit UNW = {0} git Ue&W = U XxW und V/W = U.

Ist V C QN die Menge aller Cauchy-Folgen in Q und bezeichnet N C V die Menge
aller Nullfolgen, so ist V' ein Q-Vektorraum und N ist ein Unterraum von V. Es gilt
V/N = R. Dies ist eine von mehreren Moglichkeiten, die reellen Zahlen zu definieren,
wenn rationale Zahlen schon bekannt sind.

Fiir zwei K-Vektorrdume U/ W gilt U x W 2 W x U und U @ W &£ W ® U. Echte
Gleichheit gilt in beiden Fillen nur, wenn U = W ist.
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24.

25.

26.

27.

Satz

Sei V.= C?([~1,1],R) die Menge aller fiinf mal stetig differenzierbaren Funktionen
f:[~1,1] = R. Die Funktion h: V — RS mit h(f) = (£(0), (0),..., f®)(0)) ist linear.

Sei V.= C*([0,1],R). Dann ist die Abbildung %, die jedem Element des Vektorraums
dessen Ableitung zuordnet, linear. Thr Kern ist die Menge der konstanten Funktionen.

Fiir V = K[[X]] definiert man

d d & n e .
VoV anZ:%anX ._nZ::O(nH)anHX.

Auch diese (formale) ,,Ableitung® ist eine lineare Abbildung.
Die Abbildung
1
I:C([0,1],R) =R, I(f) ::/ f(t)dt
0

ist linear.
Sei V. = R und W = R[X]. Ferner seien x,...,z, € R fest gewihlte paarweise
verschiedene reelle Zahlen. Man kann zeigen, dass es dann fiir jede Wahl von yg, ..., y, €

R genau ein Polynom p € R[X]| mit Grad hochstens n gibt, so dass p(z;) = y; fir alle
i gilt. Mit p(x;) ist dabei die Auswertung der zu p gehorigen Polynomfunktion an der
Stelle x; gemeint. Man nennt p das Interpolationspolynom fir (zo,yo), ..., (Tn, Yn)-

Die Abbildung, die jedem (yo,...,yn) € V dieses Polynom p zuordnet, ist linear.

49.

. Die Verkettung linearer Abbildungen ist linear. Die Umkehrfunktion einer bijektiven

linearen Abbildung ist linear.

2. Fiir je drei Vektorrdume U,V,\W git U 2 U, U =2V =V 22U, U=ZVAV2W =
Uu=w.
3. Sind V, W zwei K-Vektorrdume und ist h: V — W ein Homomorphismus, so ist ker h
ein Unterraum von V und im A ein Unterraum von W.
Beweis.
1. Verkettung: Seien U, V, W drei K-Vektorrdume, f: U — V und g: V — W Homomor-

phismen und h: U — W, h(z) := g(f(z)) deren Verkettung. Fiir a, 8 € Kund z,y € V
gilt dann:

h(ax+By) = g(f(az+By)) = glaf(x)+Bf(y)) = ag(f(z))+B9(f(y)) = ah(x)+Bh(y).

Umkehrfunktion: Seien V, W zwei K-Vektorrdume, f: V — W ein Isomorphismus und
f~': W — V seine Umkehrfunktion. Fiir o, 8 € K und z,y € W gilt dann

flaf ™ @)+ Bf () = af (fF (@) + BF(f(y) = oz + By.

Anwendung von f~! auf beiden Seiten und Riickwirtslesen der Gleichung liefert
f e+ By) = af Hz) + B (y).
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2. Reflexivitdt: U =2 U gilt, da die Identitatsfunktion idy linear ist.
Symmetrie: Folgt aus Teil 1 (Linearitét der Umkehrfunktion).
Transitivitdt: Folgt auch aus Teil 1 (Linearitdt der Verkettung).

3. Fiir beliebige x,y € ker h und «, 5 € K gilt:

h(z) =h(y) =0 = h(az+ By) = ah(x) + Bh(y) = a0+ B0 =0
= ax+ Py € ker h.

Damit ist ker A ein Unterraum von V.

Sind z,y € imh beliebig, etwa z = h(u), y = h(v) fir bestimmte u,v € V, und sind
a, B € K beliebig, so gilt

ax + By = ah(u) + Bh(v) = h(ou + Bv),

also ax + By € im h. Damit ist im A ein Unterraum von W. [

Beispiel. V =K" W =K", h: V — W, h(x) = Az fiir eine bestimmte Matrix A € K"*™.
Eine Basis fiir ker h = ker A kann man berechnen wie in Abschnitt 9 erklart.

Ein Erzeugendensystem fiir im h ist { A(b) : b € B}, wenn B eine Basis von V ist. Wie man
daraus eine Basis gewinnt, haben wir im Beispiel 5 nach Definition 32 gesehen.

Satz 50. Seien V,W zwei K-Vektorrdume, h: V' — W ein Homomorphismus. Dann gilt: A
ist genau dann injektiv, wenn ker h = {0} ist.

Beweis. ,=“ Sei z € ker h. Dann gilt h(z) = 0. Es gilt aber auch h(0) = 0. Da h injektiv
ist, folgt = = 0.

s<=“ Seien x,y € V mit h(x) = h(y). Dann gilt h(z) — h(y) = 0, also h(z —y) = 0, also
x—1y € kerh, alsox —y =0, also x = y. m

Satz 51. Seien V, W zwei K-Vektorrdume, B eine Basis von V', und f: B — W eine beliebige
Funktion. Dann existiert genau eine lineare Abbildung h: V' — W mit h(b) = f(b) fir alle
be B.

Beweis. (a) Existenz: Jedes x € V' lésst sich schreiben als x = a1by + - - - + agby, fiir gewisse
al,...,op € Kund by,...,b; € B. Definiere h(z) := a1 f(b1) + - -+ + ax f(bx). Da die Darstel-
lung von zx als Linearkombination von Basiselementen eindeutig ist, ist A wohldefiniert. Man
iiberzeugt sich leicht, dass h linear ist und dass h(b) = f(b) fiir alle b € B gilt.

(b) Eindeutigkeit: Fiir jedes € V mit = a1by + - - - + by, muss gelten

h(.%') = h(a1b1 + -+ Ozkbk)
= th(bl) + -+ Oékh(bk)
=o1f(b1) + -+ o f(bi).

Eine andere Wahl von h ist also nicht mdoglich. m
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Beispiel.
1. V=0Q* B={e,...,es}, W = Q3. Betrachte die Funktion f: B — W definiert durch

e] — (1,2,3), €9 — (4,5,6)
es > (7,8,9), eq— (10,11,12).

Dann ist h: V. — W die Abbildung, die (x1,x2,x3,24) € V auf

1 4 7 10
|2 @2 || a3 |8 +ag |11
3 6 9 12

abbildet. Mit anderen Worten:

—_
@)

1 4
h(z)=12 5
3 6

© 00
—_
—_
8

1

[\

2. Seien U, W zwei K-Vektorrdume, By, By und By, By je zwei Basen von U bzw. W.

Die lineare Abbildung h: Fg(By x By) — Fr(By x By) sei dadurch definiert, dass
jeder Basistensqr by ® bw mit by € By,byw € By auf den entsprechenden Tensor
by @ by € Fg(By x By ) abgebildet wird.

Ferner sei die lineare Abbildung h: Fx(By x By ) — Fx(By x By) dadurch definiert,
dass jeder Basistensor by ® by mit by € By, byy € By auf den entsprechenden Tensor
EU X Z_)W € Fx(By x By) abgebildet wird.

Man kann nachrechnen, dass h o h die Identitét ist, d.h. A und h sind bijektiv, d.h.
Fx(By x Byw) =2 Fg(By x By). Fiir allew € U und w € W gilt h(u ® w) = u ®@ w. In
diesem Sinn ist die Definition von U ® W unabhéngig von der Wahl der Basen von U
und W.

Satz 52. Seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, h: V — W ein Homomor-
phismus. Dann gilt: dim V' = dim ker h + dim im A.

Beweis. Sei {b1,...,b,} eine Basis von ker h. Nach Satz 44 gibt es by41,...,by € V, so
dass {b1,...,by} eine Basis von V ist. Wir zeigen, dass B = {h(by+1),...,h(by)} eine Basis
von im h ist. Daraus folgt die Behauptung.

(a) B ist linear unabhiingig: Seien ay, 41, - . ., ay € Kso, dass apr1h(bpy1)+- - -+amh(by) = 0.
Dann ist h(cp11bn41+ -+ @mbm) = 0, also ayy1bpt1 + - - + by, € ker h. Dann aber gibt
es aq,...,q, € K so dass

a1by + -+ apbp = apg1bpir + -+ b

Da {bi,...,by} als Basis von V linear unabhingig ist, folgt, dass alle «; Null sind, insbeson-
dere 41, ..., Qe
(b) B ist Erzeugendensystem: Sei y € im h. Dann gibt es ein z € V mit y = h(z). Dann gibt
es ay,...,, € Kmit z = a1b; + - - - + aypby,. Und dann gilt

h(l’) = alh(bl) + -+ anh(bn) +an+1h(bn+1) + -+ Oémh(bm)

=0, da {b1,...,bn} Basis von ker h
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Mit Satz 52 und einigen fritheren Resultaten kénnen wir einiges iiber die vier Rdume aussagen, die
einer Matrix zugeordnet sind.

Sei A € K"*™ eine Matrix, r = Rang A. Zunéchst gilt fiir die Dimensionen:

e Zeilenraum: dim coim A = r (wegen Satz 24)

Spaltenraum: dimim A = r (wegen dim coim A = r und Satz 25)
e Kern: dimker A = m — r (wegen dimim A = r und Satz 52)

e Ko-Kern: dim coker A = n — r (wegen dim coim A = r und den Sétzen 52 und 25).

Als néchstes gilt K™ = ker A+ coim A. Das sieht man ein, wenn man sich erinnert, wie man eine Basis
von ker A aus der Treppennormalform bestimmt (vgl. Seite 63). Anhand der Lage der Treppenstufen
erkennt man, dass die Zeilen von A die Basis des Losungsraums zu einer Basis des gesamten Raums
K™ ergénzen. Die Summe ist sogar direkt, wie mit Satz 45 leicht iberpriift: ker A und coim A sind
Unterrdume von K™ und es gilt m = dim K™ = dimker A + dimcoim A — dim(ker A N coim A) =
m —r 4+ r — dim(ker A N coim A), also dim(ker A N coim A) = 0, also ker A N coim A = {0}.

Analog gilt K" = im A @ coker A, indem man dasselbe Argument auf AT anwendet.

Die Zusammenhinge sind in der folgenden Zeichnung schematisch dargestellt. Man sieht links, dass
jedes x € K™ sich in einen coim A-Anteil und einen ker A-Anteil zerlegen lisst. Die Matrix A bildet x
nach im A ab. Der ker A-Anteil von x landet bei 0, und das Bild y = Az von x ist identisch mit dem
Bild des coim A-Anteils von z. Es gibt keine Vektoren, die auf coker A \ {0} abgebildet werden.

im A (r Dimensionen)

coim A (r Dimensionen)

Ax =Ax1 =y

AZ‘OZO

coker A (n — r Dimensionen)

ker A
(m — r Dimensionen)

Als Anwendung konnen wir nun den noch ausstehenden Korrektheitsbeweis von Algorithmus 5 auf
Seite 67 zu Ende bringen. Wir hatten dort eine Matrix B € K*¥*™ und eine Basis {a1,...,a,} C K™
von ker B, d. h.

{zeK":Bx=0}={aia1+ - +ana, :a1,...,a, € K}

Die Behauptung war, dass dann auch gilt
{zeK": Az =0} ={a1by + -+ apbg: aq,...,ap, €K},

a1
wobei by, ..., by die Zeilenvektoren von B sind und A = [ : |. Die Richtung ,, 2% ist bereits gezeigt

ap
worden. Die rechte Seite ist also ein Unterraum des Vektorraums auf der linken Seite.
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Die linke Seite ist ker A, die rechte ist coim B. Da {ai,...,a,} eine Basis und damit linear un-
abhéngig ist, gilt Rang A = n und daher dimker A = m — n. Auflerdem folgt dimker B = n und
daher dim coim B = m — n. Damit sind ker A und coim B zwei Unterrdume von K™ derselben Dimen-
sion. Wegen ker A O coim B folgt aus Satz 43, dass ker A = coim B gilt, was zu zeigen war.

Satz 53. Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit dim V' = dim W, und
sei h: V. — W ein Homomorphismus. Dann gilt:

h ist injektiv <= h ist surjektiv <= & ist bijektiv.

Beweis. Die zweite Aquivalenz folgt unmittelbar aus der ersten. Wir zeigen die erste.

»,=“ h ist injektiv. Dann ist ker h = {0} nach Satz 50. Mit Satz 52 folgt dann dimV =
0+4dimim h, und wegen dim V' = dim W also dim W = dimim h. Nach Satz 43 folgt imh = W,
d. h. h ist surjektiv.

»<=" h ist surjektiv. Dann ist im h = W, also dimim h = dim W, also dimker h = dimV —
dim W = 0 nach Satz 52 und Voraussetzung dim V' = dim W. Also gilt ker h = {0}. Wegen
Satz 50 folgt, dass h injektiv ist. [

Satz 54. Seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Dann gilt:

1. dimV < dimW <= es gibt einen injektiven Homomorphismus h: V — W.
2. dimV > dimW <= es gibt einen surjektiven Homomorphismus h: V — W.

3. dimV =dim W <= es gibt einen bijektiven Homomorphismus h: V — W.

Beweis. Wir zeigen den dritten Teil. Der Beweis fiir die ersten beiden Teile geht &hnlich.

= Sei A={ai,...,a,} eine Basis von V und B = {b1,...,by,} eine Basis von W. Nach
Satz 51 existiert eine lineare Abbildung h: V — W mit h(a;) = b; fiir ¢ = 1,...,n. Diese
lineare Abbildung ist injektiv, denn

0=h(oar + -+ anay)
= aih(ay) + -+ + anh(ay)
=a1b1 + -+ apby

= ap = =aq, =0,

also ker h = {0}.

h ist auch surjektiv, denn ist y € W beliebig, so ist y = [1b1 + -+ + Bnpb, fiir gewisse
B1,...,08, € W, also

Y= 51h<a1) et 5nh(an) - h(ﬁlal +---+ 5nan) € imh.
w<=“ Ist h: V — W bijektiv und A = {ay,...,a,} eine Basis von V| so ist
B ={h(a1),...,h(a,)}

eine Basis von W: die lineare Unabhéngigkeit folgt aus der Injektivitéit von h, und dass B ein
Erzeugendensystem ist, folgt aus der Surjektivitét. n
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Satz 55. (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume) Seien V, W zwei K-Vektorrdume, h: V — W
ein Homomorphismus. Dann gibt es eine surjektive lineare Abbildung g: V' — V/ker h und
eine injektive lineare Abbildung f: V/kerh — W mit h = f o g.

Wenn h surjektiv ist, dann auch f. Insbesondere gilt V/ker h = im h.

V4>h w
N A

V/ker h

Beweis. Da Vektorrdume insbesondere auch abelsche Gruppen sind, und lineare Abbildun-
gen insbesondere auch Gruppenhomomorphismen, haben wir die meisten Aussagen des Satzes
bereits in Satz 10 bewiesen. Es bleibt hier nur noch zu zeigen, dass die dort angegebenen
Funktionen

g: V — V/kerh, g(x) = [x]~
f:V/ikerh =W, f([z].) = h(z)

auch mit der Skalarmultiplikation vertréglich sind. Und in der Tat gilt

g(x
ah(x).

glax) = ozl = afz]. =

flalzl) = f([ox]s) = h(ax

I8

~—

|
0 0

Beispiel. V=R3* W =R? h:V — W, h(z,y,2) = (2v,2). Dann gilt kerh = ([ 1], | 0|)
0 1

und imh = <(?> ). Geometrisch ist ker h die (y, z)-Ebene in R und im h eine Gerade in R2.

Die Elemente von V/ ker h kann man sich vorstellen als die Ebenen, die parallel zu ker h liegen.
Diese bilden einen Vektorraum, der genau wie im h eindimensional ist. Jede Ebene in V/ ker h
ist eindeutig charakterisiert durch ihren Schnittpunkt mit der z-Achse. Einen Isomorphismus
zwischen V/kerh und imh erhélt man, indem man die Ebene durch (z,0,0) auf (2z,x)
abbildet. Beachte, dass zwei Punkte (z,y, z) € R? genau dann dasselbe Bild h(z,y, z) € R?
haben, wenn sie zur selben Ebene gehoren (vgl. die Beispiele zu Satz 6).

T T v
z imh
ker h ; i
ZA Y 7 U
Vv V/kerh w
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Satz 56. (Isomorphiesitze) Seien U, W zwei Unterrdume eines K-Vektorraums V.
1. Esgilt U/ (UNW) = (U+W)/W.
2. Im Fall U C W gilt auerdem (V/U)/(W/U) = V/W.

Beweis.

1. Betrachte den Homomorphismus h: U — V/W definiert durch h(u) = [u].~.
Es gilt u e kerh <= [u]l. =0 <= uwe W, alsokerh=UNW.

Ferner gilt [v]. € imh <= JweW  :v—-—weU << wvelU+W,also
imh=(U+W)/W.

Nach Satz 55 gilt U/ker h = im h. Das ist die Behauptung.

2. Betrachte den Homomorphismus h: V/U — V/W mit h([v]y) = [v]w. Zur besseren
Unterscheidbarkeit verwenden wir hier die Notation [v]y fiir die Aquivalenzklassen [v]..
in V/U und [v]y fiir die Aquivalenzklassen [v]~ in V/WV.

Die Definition von h ist repriasentantenunabhingig, weil nach Annahme U C W gilt.
Fir v € V gilt [v]y € kerh <= [v]lw = [0]w <= v € W. Daraus folgt ker h = W/U.

Ferner ist h surjektiv, denn fiir jedes beliebige [v]y € V/W ist das Bild des entspre-
chenden Vektors [v]y unter h.

Nach Satz 55 folgt (V/U)/ker h = V/W. Das ist die Behauptung. ]
Satz 57. Seien A € K"*™, B € K™*F C ¢ KF*¢. Dann gilt:
1. (Frobenius) Rang(AB) + Rang(BC) < Rang(ABC') + Rang(B)
2. Rang(AB) < min(Rang(A), Rang(B))
3. (Sylvester) Rang(A) + Rang(B) < Rang(AB) +m

Beweis.
1. Betrachte die lineare Abbildung
¢: ker(ABC) — ker(AB)/ker(B), ¢(z) = [Cx]~.

Es gilt ker(¢) = ker(BC), denn fiir alle z € ker(ABC) gilt ¢p(x) = 0 < Cuz €
ker B <= BCz = 0. Nach dem Homomorphiesatz ist deshalb die Abbildung

P ker(ABC)/ker(BC) — ker(AB)/ker(B), ¢([z]~) = [Cx]~
wohldefiniert und injektiv. Aus Satz 54 folgt deshalb
dim(ker(ABC)/ ker(BC)) < dim(ker(AB)/ ker(B)),
was nach Satz 48 dasselbe ist wie

dimker(ABC) — dimker(BC) < dimker(AB) — dim ker(B).
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Ubersetzt auf Rénge bekommt man
(¢ — Rang(ABC)) — (¢ — Rang(BC)) < (k — Rang(AB)) — (k — Rang(B)),
und daraus folgt die Behauptung.

2. Rang(AB) < Rang(B) folgt aus Teil 1 mit C' = 0, da Rang(0) = 0 gilt. Rang(AB) <
Rang(A) folgt aus Teil 1 mit 0 anstelle von A und A, B anstelle von B, C.

3. Folgt aus Teil 1 mit I,,, anstelle von B und B anstelle von C. =

Eine weitere niitzliche Rangabschitzung, fiir deren Beweis man den Homomorphiesatz nicht braucht,
lautet Rang(A + B) < Rang(A) 4+ Rang(B) fiir alle A, B € K"*™. Fiir diese Ungleichung nutzt
man Rang(A4) = dimim(A), Rang(B) = dimim(B), Rang(A + B) = dimim(A + B) aus. Sicher gilt
im(A+ B) C im(A)+im(B) C K™, denn jedes y € im(A+ B) hat ja die Form y = (A+B)z = Az + Bx
fiir ein gewisses € K", und damit ist jedes solche y auch ein Element von im(A) 4 im(B). Damit gilt
Satz 45
dimim(A + B) < dim(im(A4) + im(B)) + dimim(A) + dimim(B) — dim(im(A4) Nim(B))
< dimim(A) + dim im(B),

wie behauptet.

17 Koordinatendarstellungen

Definition 35. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

1. Ein Vektor B = (by,...,b,) € V" heifit geordnete Basis von V, falls {by,...,b,} eine
Basis von V ist.

2. Sei B = (by,...,b,) € V" eine geordnete Basis von V und z € V. Sind a4, ...,a, € K
so, dass * = ajby + - -+ + apby, dann heiit der Vektor (aq,...,a,) € K" die Koordina-
tendarstellung von x beziiglich B. Fiir ¢ = 1,...,n heifit dann «; die i-te Koordinate
von x beziiglich B.

Eine geordnete Basis ist nichts anderes als eine Basis, bei der eine bestimmte Reihenfolge fiir die
Basiselemente festgelegt ist. Man beachte, dass {a, b, c} = {¢, a,b} aber (a,b, c) # (c, a,b) ist.

Beim Teil 2 der Definition ist zu beachten, dass es zu jedem x € V genau eine passende Koordinaten-

darstellung (o, ..., a,) gibt, weil {b1,...,b,} nach Voraussetzung eine Basis ist.
Beispiel.
1. Vektoren x = (z1,...,2,) € K" sind Koordinatendarstellungen von sich selbst beziiglich

der Standardbasis E = (e, ..., ep).

2. Ist B = (b1, ba, b3, by) eine geordnete Basis eines Vektorraums V', so ist B= (b3, b1,b4,b2)
auch eine geordnete Basis von V', und zwar eine von B verschiedene. Ist (21, x2,x3,x4)
die Koordinatendarstellung eines bestimmten Vektors beziiglich B, so ist (x3, z1, Z4, T2)
die Koordinatendarstellung desselben Vektors beziiglich B.
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3. B = (1,X,X2 X3 € K[X]* ist eine geordnete Basis fiir den Unterraum von K[X]
bestehend aus allen Polynomen vom Grad hochstes drei. Eine andere geordnete Basis
ist B=(1,X,X(X —1), X(X —1)(X — 2)). Die Koordinatendarstellung von 2 4 3X —
7X2+5X3 beziiglich B ist (2,3, —7,5). Die Koordinatendarstellung desselben Polynoms
beziiglich B ist (2,1,8,5).

4. Im folgenden Bild sind A = (ay,a2) sowie B = (b1, bs) geordnete Basen von R2. Der
Punkt x hat beziiglich A die Koordinatendarstellung (—1/3, —8/3). Seine Koordinaten-
darstellung beziiglich B lautet (5/2, —2).

ai

by
a9 b2

5. Im Fall V = K" ldsst sich eine geordnete Basis als Matrix auffassen. Per Konvention
macht man die Basisvektoren zu den Spalten der Matrix. Dann ist zum Beispiel

111
B=1|1 2 4
13 9

3
eine geordnete Basis von Q3. Ist [ 2| die Koordinatendarstellung eines Vektors be-
4
ziiglich dieser Basis B, so erhilt man die Koordinatendarstellung desselben Vektors
beziiglich der Standardbasis durch die Rechnung

1 1 1 9
311)+2(2]+414] =123
1 3 9 45
7
Ist umgekehrt | 4 | die Koordiantendarstellung eines Vektors beziiglich der Standard-
3

basis, so bekommt man dessen Darstellung beziiglich der Basis B, indem man das lineare
Gleichungssystem

1 1 1 7
1 3 9 3
12
lost. Das Ergebnis lautet | —6
1

Bei einem gegebenen Tupel von Kérperelementen ist also nicht ohne weiteres klar, wel-
cher Vektor damit beschrieben wird. Man muss immer auch die Basis wissen, beziiglich
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der die Koordinaten zu verstehen sind. Ist keine Basis angegeben, wird meistens die
Standardbasis gemeint sein.

Satz 58. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, B = (by,...,b,) € V" eine geord-
nete Basis von V. Dann ist die Abbildung h: V — K", die jedem x € V dessen Koordinaten-
darstellung beziiglich B zuordnet, ein Isomorphismus.

Insbesondere sind alle endlich-dimensionalen K-Vektorrdume der gleichen Dimension zuein-
ander isomorph.

Beweis. Ubung. m

Im vorangegangenen Beispiel haben wir gesehen, wie man zwischen einer Koordinatendarstellung eines
Vektors v € K™ beziiglich der Standardbasis und der Koordinatendarstellung beziiglich einer anderen
geordneten Basis hin und her wechseln kann: ist v € K™ ein Vektor (und damit die Koordinatendarstel-
lung von sich selbst beziiglich der Standardbasis), so ist B~'v die Koordinatendarstellung desselben
Vektors beziiglich B. (Matrizen, die geordnete Basen enthalten, sind immer invertierbar, weil ihre
Spalten linear unabhéingig sind.) Ist umgekehrt w € K" die Koordinatendarstellung eines Vektors
beziiglich B, so ist Bw die Koordinatendarstellung desselben Vektors beziiglich der Standardbasis.
Die folgende Definition verallgemeinert diesen Sachverhalt.

Definition 36. Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume, A = (ay,...,am) €
V™ eine geordnete Basis von V und B = (b1,...,b,) € W" eine geordnete Basis von W.
Weiter sei h: V' — W eine lineare Abbildung. Die Matrix M € K"*™ deren (i, j)-ter Eintrag
die i-te Koordinate von h(a;) beziiglich B ist, heifit die Abbildungsmatriz oder die Koordina-
tendarstellung von h beziiglich A und B.

Beispiel.

1. Sei M € K™V = K™ W = K" und sei h: V. — W, h(z) = Mz. Dann ist M
die Abbildungsmatrix von h beziiglich der Standardbasis {e1,..., e} von V und der
Standardbasis {ey,...,e,} von W.

2. Sei V =Q[X]<3={ap+a1 X +a2X?+a3X?: ag,a1,a2,a3 € Q}, und sei W = Q(v2).
Weiter sei

h:V — W, h(a0+a1X—|—a2X2+a3X3) = ag—l—al(l—i—\@)—|—a2(1—|—\f2)2+a3(1+\/§)3.

Dann ist h eine lineare Abbildung. A4 = (1, X, X2, X3) ist eine geordnete Basis von V
und B = (1,+/2) ist eine geordnete Basis von W. Die Abbildungsmatrix von h beziiglich

A und B lautet
113 7
M= <0 1 2 5> ’

Zum Beispiel erklirt sich die letzte Spalte aus (1 +v/2)3 = 7 + 5v/2.
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3. Betrachte den Fall V = W, h = id mit zwei nicht notwendigerweise identischen ge-
ordneten Basen Bp, By € V™. Dann hat die Abbildungsmatrix M von h beziiglich B
und By die Eigenschaft, dass sie Koordinatendarstellungen von v € V' beziiglich By in
Koordinatendarstellungen beziiglich By umwandelt. Man nennt M deshalb auch eine
Basiswechselmatriz und schreibt T, p, := M.

Im Fall V = K", wo sich B; und Bs als invertierbare Matrizen auffassen lassen, und
wo die Standardbasis (ey,...,e,) der Einheitsmatrix I,, entspricht, gilt T, 1, = B,
T, B, = By, Tp, B, = By 'Bi, Tp,p, = By 'Ba =Tg !, 5 . AuBerdem gilt: ist Bs
eine dritte geordnete Basis von V', so ist T, B, = IB,—B; 1B, —B,-

Satz 59. Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, h: V' — W linear und
M € K™™ die Abbildungsmatrix von h beziiglich geordneter Basen A, B von V,W. Weiter
seien v4: V — K™ und vp: W — K" die Abbildungen, die jedem x € V bzw. jedem y € W
die Koordinatendarstellungen dieser Vektoren beziiglich A bzw. B zuordnen. Dann gilt

vp(h(x)) = Mva(z)

fir alle x € V.

|4 w
M
K™ K"

Beweis. Da alle beteiligten Abbildungen linear sind, geniigt es, die Aussage fiir die Elemente
der Basis von V' zu zeigen. Ist a; das j-te Element von A, so ist va(a;) = e; und also M v4(a;)
die j-te Spalte von M. Nach Definition 36 ist das genau die Koordinatendarstellung von h(a;)
beziiglich der gewahlten Basis von W, also vp(h(a;)). ]

Satz 60. Seien Vi, Vs, V3 drei endlich-dimensionale K-Vektorraume mit geordneten Basen
B1, By, B3, seien f: Vi — Vo, g: Vo — V3 lineare Abbildungen, und seien My, M, die Abbil-
dungsmatrix von f beziiglich By und By bzw. von g beziiglich B und Bs. Dann ist MyM;y
die Abbildungsmatrix von g o f: Vi — V3 beziiglich By und Bs.

gof
n Ly,
/Ulj ’Ugj J’Ug
M M
Km —— kb —— K
Mng
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Beweis. Mit vq,v9,v3 seien die Abbildungen bezeichnet, die Vektoren aus Vi, V5, V3 auf ihre
jeweiligen Koordinatendarstellungen abbilden. Nach Satz 59 gilt dann vo(f(z)) = Myvi(x)
fiir alle € V4, d. h. f(z) = vy ' (Mjv1(z)). AuBerdem gilt v3(g(y)) = Myv2(y) fiir alle y € V4,
und damit auch

us(g(f(2))) = Myva( () = MyMyo1(x)

fir alle x € V;. Da diese Gleichung dann insbesondere fiir die Basisvektoren von V; gilt, folgt
die Behauptung. n

Aus dem Satz folgt, dass man eine Abbildungsmatrix M beziiglich zweier geordneter Basen By, Bs in
eine Abbildungsmatrix M derselben Abbildung aber beziiglich zweier anderer geordneter Basen By, B
dadurch iiberfiihrt, dass man sie mit den entsprechenden Basiswechselmatrizen multipliziert:

M=Tg, ,5,MTp

1—By”

Noch spezieller: Wenn Vi = Vp, By = By und By = By ist, dann ist Ty 5 = T5' ., d.h. die
1 1

Basistransformation hat dann die einfache Form M = T~ MT fiir ein gewisses T’ € GL(n,K). Es gilt
dann
det(M) = det(T~'MT)
= det(T 1) det(M) det(T)

= Tt (D) det(M) det(T)

= det(M).
Das heifit, alle Abbildungsmatrizen einer linearen Abbildung h: V' — V mit der gleichen Basis auf
beiden Seiten haben dieselbe Determinante. Der Wert der Determinante héngt also nur von der linearen

Abbildung h ab und nicht von der gewihlten Basis fiir V. Ahnliches gilt fiir den Rang einer Matrix.
Das gestattet die folgenden Definitionen:

Definition 37. Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, m = dimV, n =
dim W.

1. Sei h: V — V linear, B eine beliebige geordnete Basis von V und M € K™*™ die Ab-
bildungsmatrix von h beziiglich B und B. Dann heifit det h := det M die Determinante
von h.

2. Sei h: V — W linear, A, B beliebige geordnete Basen von V, W, und sei M € K™**™ die
Abbildungsmatrix von h beziiglich A und B. Dann heifit Rang h := Rang M der Rang
von h.

18 Der Dualraum

Definition 38.

1. Sind V und W zwei K-Vektorrdume, so wird die Menge aller linearen Abbildungen
h:V — W mit Hom(V, W) bezeichnet.

2. Im Spezialfall V' = W schreibt man End(V') := Hom(V, V). Fiir die Menge aller Auto-
morphismen schreibt man Aut(V).
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3. Im Spezialfall W = K schreibt man V* := Hom(V,K) und nennt dies den Dualraum
von V. Die Elemente von V* heilen Funktionale.

Beachte: Hom(V, W) bildet zusammen mit den Operationen

hl-/]"\-hg = ( QTC — hl(m)*hg(:ﬂ) ), oth = ( % — a%h(:ﬂ) )

in Hom(V,W) €V in W in Hom(V,W) €V inW

einen Vektorraum iiber K. Auch End(V) ist ein Vektorraum.

Die Menge Aut(V) ist kein Vektorraum, aber zusammen mit der Komposition eine Gruppe. Im Fall
dim(V) = n < oo sind Aut(V) und GL(n,K) als Gruppen zueinander isomorph.

Beispiel.

1. V=R h:R>— R, h( )=x+y—z Dannist h € V*.

ISEENSI

2. V =Q[X], e: QX] — Q definiert durch
e(ap+ a1 X + -+ ap,X") :=ap + 3a1 + 9ag + - - - + 3"ay,.
Dann ist e € V™.

3. Einige weitere Beispiele fiir lineare Abbildungen V' — K befinden sich in der Liste nach
Definition 34.

4. Fiir jeden K-Vektorraum V gilt V' = Hom(K, V). Die Abbildung ®: V — Hom(K, V),

die jedem v € V die lineare Abbildung ®(v): K — V, ®(v)(x) = xv zuordnet, ist ein
Isomorphismus.

Satz 61.
1. Sind V, V', W, W’ vier K-Vektorrdume mit V = V/ und W = W/, so gilt

Hom(V, W) = Hom(V', W').

2. Sind V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, dimV = m, dimW = n. Dann
gilt
Hom(V, W) = K™*™.

Insbesondere gilt dim Hom(V, W) = nm und V* = K™ =~ K™ 2 V und dimV* =
dim V.
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Beweis.

1. Seien f: V = V', g: W — W’ Isomorphismen, und sei
®: Hom(V,W) — Hom(V', W), ®(h)=goho fL.
Wegen Satz 49 ist ®(h) fiir jedes h € Hom(V, W) eine lineare Abbildung. Aus Satz 49
folgt auch, dass ® selbst eine lineare Abbildung ist. Auflerdem ist ® bijektiv, denn
offensichtlich ist
¥: Hom(V',W’) — Hom(V, W), U(h)=g lohof
eine Umkehrabbildung. Daraus folgt die Behauptung.
2. Wegen Teil 1 geniigt es, den Fall V = K™, W = K" zu betrachten. Die Funktion
®: K" — Hom (K™, K"), D(A):=(x— Ax)
ist linear, denn fiir aq, s € K und Ay, Ay € K"*™ gilt

(I)(Oqu + CYQAQ) = ( T — (041141 + 042142)1' )
=ai(z— A1z )+ o z— Agzx)
= Oél@(Al) + OéQ‘I)(AQ).

AuBlerdem ist ® bijektiv, denn die Abbildung ¥: Hom(K™,K") — K"*™ die jedem
h: K™ — K" dessen Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasen von K™ und K"
zuordnet, ist offensichtlich eine Umkehrabbildung.

Damit ist gezeigt, dass Hom (K™, K") = K"*™ gilt. Die weiteren Aussagen folgen daraus
unmittelbar. -

Fiir V = K™ folgt aus dem Satz, dass jedes Element von V* von der Form ist

Z1 Z1
V=K o2 (] )=z ame, = (. an)
Tm T,
fiir gewisse Konstanten aq,...,a,, € K. Die (,abstrakten“) Vektoren z* € V* lassen sich also auch

durch (,konkrete®) Vektoren (o, ..., a;,) € K™ =V beschreiben. Die Abbildung

V —V*, (oq,...,am)l—>(xl—>(a1,...,ozm)5c)
| —t

(2% cv

ev*

ist ein Isomorphismus.

Im Fall dimV = oo sind V und V* nicht unbedingt isomorph. Zum Beispiel kann man zeigen, dass
K[X]* = K[[X]] % K[X] gilt.
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Satz 62. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B = (by, ..., by,) eine geordnete
Basis von V, ist das Tupel B* = (b7, ...,b},) mit mit

rrm

w1 fallsi=j
bi (bj)_{ 0 sonst

eine geordnete Basis von V*. (Man nennt B* die zu B duale Basis.)
Beweis. (a) B* ist linear unabhéngig: Seien ay, ..., a, € K mit
a1b] 4+ -+ -+ apb;, = 0.

Das bedeutet apbi(x) + -+ 4+ a,bl(xz) = 0 fiir alle x € V. Fiir beliebiges i € {1,...,n} gilt
daher insbesondere

(b) B* ist ein Erzeugendensystem: Sei z* € V* beliebig. Sei o := a*(b;) fiir i = 1,...,n.
Fiir die lineare Abbildung y* := a1b] + - - - + a, b} gilt ebenfalls a; = y*(b;) firi = 1,...,n.
Da nach Satz 51 eine lineare Abbildung eindeutig durch die Bilder auf den Basiselementen
bestimmt ist, folgt 2* = y*. Und da x* beliebig war und y* eine Linearkombination von
bi,..., b} ist, folgt, dass B* ein Erzeugendensystem von V™ ist. =

Definition 39. Seien V, W zwei K-Vektorrdume, h € Hom(V, W). Dann wird die Abbildung
hT € Hom(W*,V*) definiert durch h' (y*) := (2 — y*(h(z)) ) fiir alle y* € W*.

1 2
Beispiel. V =R%, W =R3, h(z) = [3 4| 2. Dannist h": W* — V* die Abbildung, die
5 6

eine Abbildung

U1 U
y*: W—>Ka y*( Y2 ):(ﬁlvﬁ%ﬁi’») Y2
Y3 Y3
in die Abbildung
x L2 T
R (y*): V =K, M@*)(( 1)) = (B1,P2,83) [ 3 4 ( 1)
X2 5 6 1)

= (B1 + 3B2 + 503)x1 + (261 + 452 + 653)x2

iiberfiihrt.

Einfacher ldsst es sich ausdriicken, wenn man die Elemente der Dualréume durch die entspre-
chenden Vektoren in V' bzw W ausdriickt. Dann ist ndmlich einfach

b1 B1
R B])= @ i 2) B2
B3 B3

Wie man sieht, ist die Abbildungsmatrix von h' gerade die Transponierte der Abbildungs-
matrix von h. Das ist natiirlich kein Zufall:

130



Satz 63. Seien V, W zwei K-Vektorraume.
1. Die Abbildung -": Hom(V, W) — Hom(W*,V*), h s h' ist linear.

2. Seien V, W beide endlich-dimensional und seien A, B geordnete Basen von V bzw. W.
Weiter seien A* und B* die dualen Basen von A und B. Dann gilt: Ist M € K»*™
die Abbildungsmatrix von h € Hom(V, W) beziiglich A und B, so ist M T € K™*" die
Abbildungsmatrix von h' beziiglich B* und A*.

Beweis.

1. Ubung.

2. Sei M die Abbildungsmatrix von h' beziiglich B* und A*. Schreibe A = (aty...,am),
B = (b1,...,by), A* = (a],...,a},), B* = (b7,...,b}).

An Position (i, j) von M steht die i-te Koordinate von hT(b;f) beziiglich A*. Zu zeigen:
diese ist identisch mit der j-ten Koordinate von h(a;) beziiglich B.

Aufgrund der Definiton der Dualbasis ist die i-te Koordinate eines Funktionals z* € V*
gerade x*(a;), und b3 (y) ist die j-te Koordinate von y € W. Daher:

i-te Koordiante von hT(b;) beziiglich A*
— 1T (b
= h (b5)(a:)

= b3 (h(a;))
= j-te Koordinate von h(a;) beziiglich B,

wie behauptet. u

Der Satz ist eine Verallgemeinerung der Matrixtransposition auf Homomorphismen zwischen beliebigen
Vektorrdumen. Es bietet sich deshalb an dieser Stelle an, auch die Begriffe Ko-Kern und Ko-Bild fiir
beliebige Homomorphismen zu definieren. Fiir h: V' — W waren ja bereits definiert

kerh={zxeV:h(z)=0}CV und imh={h(z):z€V}CW
Dariiber hinaus definieren wir jetzt

cokerh ={z € W*:h"(z) =0} CW* und coimh={h"(z):x2€W*}CV*

Satz 64. Fiir je drei K-Vektorraume U, V, W gilt Hom(U ® V, W) = Hom(U, Hom(V, W)).

Beweis. Wir konstruieren einen Isomorphismus ®: Hom(U®V, W) — Hom(U, Hom(V, W)).
Zu gegebenem h € Hom(U ® V, W) sei definiert

O(h)(u)(v) := h(u @)

fiir alle w € U und v € V. Da h eine Funktion von U ® V nach W ist, ist zunéchst klar, dass
O(h)(u)(v) in W liegt.
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Zweitens ist fiir jedes fixe h € Hom(U®V, W) und jedes fixe u € U die Funktion ®(h)(u): V —
W linear, denn fiir ay, as € K und v, ve € K gilt

O (h)(u)(a1v) + agve) = h(u ® (a1v] + agvy))
= h(ai(u®v1) + a(u @ va))
= arh(u®v1) + ash(u @ vy)
= a1 ®(h)(u)(v1) + ag®(h)(u)(va),
wobei im zweiten Schritt eine Rechenregel fiir das Tensorprodukt verwendet wurde. Es gilt
also ®(h)(u) € Hom(V,W).

Drittens ist fiir jedes fixe h € Hom(U ® V, W) die Funktion ®(h): U — Hom(V, W) linear,
denn fiir a1, a0 € K und u1,us € U und alle v € V gilt

O (h)(arur + ague)(v) = h((a1ur + asug) @ v)
= h(ai(u; @ v) + az(ug @ v))
= a1h(u1 @ v) + ash(ug @ v)
= a1®(h)(u1)(v) + a2®(h)(u2)(v),

d.h. ®(h)(aqus +agug) = a1 ®(h)(u1)+as®(h)(uz2). Es gilt also ®(h) € Hom(U, Hom(V, W)).
Viertens ist auch ® selbst eine lineare Abbildung, denn fiir oy, s € K und hq, hy € Hom(U ®
V., W) gilt
O(arhy + aghg)(u)(v) = (a1h1 + aghs)(u ® v)
= a1h1(u®v) + azha(u @ v)
= a1P(h1)(u)(v) + a2®(h2)(u)(v)

fir alle uw € U,v € V, d.h. ®(aqhy + aghs) = a1 ®(hy) + aa®(hs).

Es bleibt zu zeigen, dass ® bijektiv ist.

(a) @ ist injektiv: ist h € ker @, so gilt ®(h) = 0, also ®(h)(u) = 0 fiir alle v € U, also
®(h)(u)(v) =0 fir alle u € U,v € V, also h(u ® v) = 0 fiir alle w € U,v € V, also h = 0. Mit
Satz 50 folgt aus ker ® = {0}, dass ® injektiv ist.

(b) @ ist surjektiv: Sei f € Hom(U, Hom(V, W)) beliebig. Fiir h € Hom(U ® V, W) definiert
durch h(u ® v) = f(u)(v) gilt dann ®(h) = f, also ist f € im ® und P ist surjektiv. ]

Eine Funktion f: U x V' — W heifit bilinear, wenn gilt:

e fiir jede Wahl von u € U ist die Funktion f,: V = W, f,(v) :=

f(u,v) linear, und
e fiir jede Wahl von v € V ist die Funktion f,: U — W, f,(u) := f(u,v) linear.

Zum Beispiel ist det: K2 x K? — K eine solche bilineare Funktion.

Satz 64 sagt, dass der Raum aller bilinearen Funktion f: U x V' — W im wesentlichen derselbe ist wie
der Raum der linearen Funktionen f: U ® V' — W. Genauer gesagt lésst sich jede bilineare Funktion
f:UxV — W auffassen als eine Verkettung von 7: U x V — U ®@ V, m(u,v) := v ® v mit einer
linearen Abbildung g: U®V — W:

f bilinear
UxV w
\ Minear
UV
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Das ist einer der wesentlichen Griinde, warum man das Tensorprodukt betrachtet: es erlaubt die
Ubersetzung einer bilinearen Funktion f in eine lineare Funktion g.

Man hitte vielleicht vermuten kénnen, dass schon Hom (U x V, W) der Raum der bilinearen Funktionen
ist. Aber das stimmt nicht. Eine Funktion f: U x V' — W ist ndmlich genau dann bilinear, wenn gilt

flaguy + agusg, B1v1 + Pav2) = a1 81 f(u1,v1) + a1 faf(ur, v2) + asfr f(uz, v1) + afaf(usz, v2).

fiir beliebige ay, a2, 81,02 € K und uq,us € U und vy,vy € V. Die Funktionen f € Hom(U x V, W)
miissen dagegen die etwas andere Bedingung

floaur + asug, a1v1 + aava) = aq f(ur,v1) + as f(ug, v2)
fiir alle aq, g € K und uy,us € U und vy, vy € V erfiillen.

Satz 65. Sei V ein K-Vektorraum und V** := (V*)* der Dualraum des Dualraums von V'
(V** ist der sogenannte Bidualraum von V'). Die Abbildung

h: V= V™  hz)=(f— f(z))
ist linear und injektiv, und im Fall dim V' < oo auch bijektiv.

Beweis. Linearitit: Fiir alle o, 8 € K und alle z,y € V gilt:

haz + By) = ( f+ flax + By) )
=(fraf(x)+8f(y))
=a( f—flx))+B(f— fy))
= ah(x) + Bh(y).

Injektivitat: Fir alle x,y € V gilt

hz)=hly) = hlz-y) =0
= (f=flz—y))=0
= VfeV':ifzx—y)=0
= z=y.
Bijektivitdt im Fall dim V' < oo folgt aus Satz 53 und dim V** = dim V* = dim V. [
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19 Affine und Projektive Geometrie

Definition 40. Sei U C K" ein Untervektorraum und x € K™. Dann heifit
r+U:={x4+u:ueclU} CK"

ein affiner Unterraum (engl. affine subspace) von K.

Im Fall dimU =0/ 1/ 2 / n—1 spricht man von einem Punkt / einer Geraden / einer
Ebene / einer Hyperebene. (engl: point, line, plane, hyper plane)

Beispiel.

1 1 1 1
= <0> + )\<1> :AeR} = <0> + <(1>> C R? ist die Gerade durch den Punkt

1. G
1 1
(O) in Richtung <1>

—1
G = < 0 ) + << >> C R? ist eine andere Schreibeweise fiir dieselbe Gerade.

-1 -1
1 1 1

22 E= 2|+ ([-1]),| 4 |) ist eine Ebene. Um sich die Lage der Ebene im drei-
3 1 -3

dimensionalen Raum zu veranschaulichen, kann man die Schnittgeraden mit den drei
Koordinatenebenen bestimmen:

1 0 2 4
En{lof|,(1])=1(6]+(|1])

0 0 0 0

(z,y)-Ebene

1 0 3 )
en(lol.loph=(o]+(o]

0 1 ) 1

(z, z)-Ebene

0 0 0 0
En{{r],1oh=(3]+{ 5]

0 1 2 —4

(y, z)-Ebene
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Den Schnitt zweier affiner Unterrdume kann man berechnen, indem man ein inhomoge-
nes lineares Gleichungssystem lost. Zum Beispiel bekommt man die erste Schnittgerade,
indem man alle «, 8, A, u bestimmt, fiir die gilt:

1 1 1 1 0
2| +al-1])+8| 4 | =x[0]+n]|1
3 1 3 0 0

Die Schnittgerade mit einer Koordinatenebene kann man auch einfacher ausrechnen.
Dazu nutzt man aus, dass z. B. die (x, y)-Ebene gerade die Menge aller Punkte (z,y, z) €
R? mit der Eigenschaft z = 0 ist. Der Schnitt dieser Ebene mit E ist also auch die Menge
aller Punkte aus F, deren letzte Koordinate 0 ist. Um diese Punkte zu finden, braucht
man nur das inhomogene Gleichungssystem

3+a- 148 (-3)=0

zu 16sen.

Satz 66. Der Schnitt zweier affiner Unterrdume von K" ist entweder die leere Menge oder
wieder ein affiner Unterraum von K”.

Beweis. Seien 1 + U; und zo + Uy zwei affine Unterrdume von K”. Falls deren Schnitt leer
ist, ist nichts zu zeigen. Anderenfalls gibt es ein € K" mit € (x; + Uy) N (x2 + Ua),
etwa x = x1 + u1 = x2 + ue fir gewisse u; € Uy und ue € Us. Wir zeigen, dass dann
(561 + Ul) N (CCQ + Uz) =x+ (Ul N UQ) gilt.

»,C“ Seil z € (x1 +Up) N (9 + Us). Zu zeigen: z € x + (U NUs), d.h. x — 2z € Uy NUs.

Nach Voraussetzung gilt z € x1 + Uy und z € x5 4+ Us, also z = x1 + @1 = 9 + Us flir gewisse
11 € Uy und 4o € Us. Also gilt

up —up € Uq
Z—T = ~
UQ—U,QEUQ

und damit z — x € Uy N Us.

,2“ Seiz € x4+ (U NUs). Zu zeigen: z € x1 + Uy und z € x5 + Us. Aus Symmetriegriinden
geniigt es, z € x1 + Uy zu zeigen. Nach Voraussetzung gilt

ze x +(U10U2)§$1+U1+U1.
T \ / N m——

Clx =U1
=1 +ul
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Definition 41. Zwei affine Unterrdume z1 + Uy, x2 + Uy von K™ heifien (zueinander) parallel,
falls Uy C Uy oder Uy C Uj ist.

T2 + Us

1+ U
/ z1 + Uy /

—
/

29 + Us

Zwei Geraden im Raum K2, die sich nicht schneiden, sind stets zueinander parallel. (Beweis: Ubung.)
Zwei Geraden im Raum K? kénnen sich jedoch auch dann verfehlen, wenn sie nicht parallel sind.

Beispiel. Betrachte die beiden Geraden

1 2 2 4
Gi=[2]+(| 1]), Go=[5]+(|-5]))
3 —1 0 )

Der Schnitt G1 N G4 ist leer, weil das inhomogene Gleichungssystem

1 2 2 4
2l +al 1 | =5 +B|-5
3 -1 0 5
2 4
keine Losung hat. Trotzdem sind diese Geraden nicht parallel, weil | 1 | und | —5 | linear
-1 5
unabhéngig sind.
G

7

Zwei Ebenen im K? sind entweder zueinander parallel oder sie schneiden sich in einer Geraden. Zwei
Ebenen im K* kénnen als Schnittmenge eine Gerade, einen einzelnen Punkt, oder die leere Menge
haben, und zwar auch dann, wenn sie nicht parallel sind.

Ga
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Beispiel. Fiir die beiden Ebenen

1 1 0 1 4 1
2 -1 1 2 3 2
El_ 3 +< 1 N ] >7 EQ_ -9 +< 21 |4 >
4 -1 0 1 1 8
gilt
5)
)
ElﬁEQZ{ 0 }
0

Definition 42. Fiir v,w € K"\ {0} sei definiert
v~w o= FAeK\{0}:v=)w.

Dann heifit P" := (K"*1\ {0})/~ der projektive Raum der Dimension n iiber K.

Statt [(xo, ..., Tn)]~ schreibt man (z¢ : - - : z,) und spricht von projektiven Koordinaten.

Anschauung: Das Auge eines Betrachters am Ursprung (0, ...,0) des Raums K"*! kann zwei Punkte
v,w € K" nicht voneinander unterscheiden, wenn v ~ w gilt, d.h. wenn diese Punkte auf dersel-
ben Geraden durch den Ursprung liegen. Mit Ausnahme der Geraden auf der Grundfiche x,41 = 0
schneiden alle diese Geraden den affinen Unterraum K" x {1} C K"*! in genau einem Punkt. Dieser
Punkt bietet sich als kanonischer Reprisentant der jeweiligen Aquivalenzklassen an. Man kann sich
den affinen Unterraum K" x {1} geometrisch als Projektionsfliche vorstellen. Betrachtet man ein geo-
metrisches Objekt im K" T als ein Objekt in P", so geht ein Teil der Information iiber Lage und Form
des Objekts verloren. Was an Information iibrig bleibt, entspricht genau dem Bild der Projektion auf
der Projektionsfliche.
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Die Projektion bildet den Punkt (zo : -+ : xyn) € P" mit 2, # 0 auf den Punkt (32,..., l;;l) e K»
ab. Die restlichen Punkte (zg:---:x,_1 : 0) € P" bilden zusammengenommen eine Kopie von P"~1,
Diese Punkte kann man sich anschaulich als Punkte vorstellen, die ,unendlich weit“ vom Ursprung
entfernt liegen. Im Fall n = 1 entsprechen die Punkte (xg : z1) mit £; = 0 genau den Punkten
auf der xo-Achse, die die zu ihr parallel verlaufende Projektionsgerade zo = 1 in einem gedachten
unendlich fernen Punkt (1 : 0) € P! schneidet. Es gilt also ,P! = K! UP%“. Im Fall n = 2 verlaufen
die Grundebene { (zg,x1,z2) : 22 = 0} und die Projektionsebene { (zg,x1,z2) : 2 = 1} zueinander
parallel. Sie schneiden sich in einer gedachten Gerade, die aus lauter unendlich fernen Punkten besteht,
je einen fiir jede Richtung (x¢ : x1). Es gilt also ,P? = K2 UP!“.

Durch die Hinzunahme von unendlich fernen Punkte lassen sich die ldstigen Fallunterscheidungen, die
beim Rechnen mit affinen Rdumen auftreten, vermeiden. Statt der inhomogenen Gleichungssysteme

T+ a1v; + -+ AU 207
die da auftreten, hat man es im projektiven Raum nur mit homogenen Gleichungsystemen
AL+ vy + -+ @y, =0

zu tun.

In der Computergraphik wird grundsétzlich mit projektiven Koordinaten gearbeitet. Objekte in einem
dreidimensionalen virtuellen Raum werden dargestellt durch Punkte im projektiven Raum P3. Positi-
onsénderungen der Objekte lassen sich durch die Anwendung geeigneter 4 x 4-Matrizen ausdriicken.
Fiir eine Matrix 4 € K®TUx®+1) ynd einen Punkt [z]. € P mit 2 € K"+ \ {0} definiert man
Alz]~ = [Az]~. Eine solche Definition ist zuléssig, weil das Ergebnis wegen ' = Az <= V A #0:
Az’ = A(Az) nicht von der Wahl des Reprisentanten abhingt.

So kann man zum Beispiel im projektiven Raum auch die Verschiebung eines Punktes (zq : 21 : 23 :
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x3) € P? um den Vektor (yo,y1,y2) € K? als eine lineare Abbildung schreiben:

lel _ 01 0 Y2 T1
zh 00 1 y3]| |

Im Raum K2 ist die Verschiebung um (y1,y2,y3) dagegen keine lineare Abbildung.

Zur Darstellung der dreidimensionalen virtuellen Realitét auf einem zweidimensionalen Bildschirm be-
trachtet man die Bildschirmoberfliche als projektiven Raum P? und verwendet eine Matrix A € K3*4,
um die Punkte in P? auf Punkte im P? abzubilden. Die Eintréige von A codieren Lage, Blickrichtung,
Drehwinkel und Brennweite (Zoom) der virtuellen Kamera. Wie das genau funktioniert, erfahren Sie
in den einschlégigen Lehrveranstaltungen des Instituts fiir Angewandte Geometrie von Prof. Jiittler.

20 Farbraume

Das Spektrum des sichtbaren Lichts umfasst die elektromagnetische Strahlung mit Wellenléingen von
ca. 400nm (violett) bis ca. 700nm (rot). Jede Wellenléinge entspricht einer bestimmten (Spektral-)Far-
be, und jeder andere Farbeindruck einspricht einer bestimmten Uberlagerung solcher Spektralfarben.
Weisses Licht ergibt sich zum Beispiel aus der gleichméfligen Mischung von Licht in allen Farben des
Spektrums. In der Sprache der linearen Algebra kann man die Farben als einen Vektorraum auffassen,
der von den Spektralfarben erzeugt wird. Jede Wellenldnge entspricht dann einem anderen Basisvektor,
und jede Farbe ist eine Linearkombination, deren Koeffizienten angeben, wie stark der Lichtanteil der
entsprechenden Spektralfarbe ist.

Wenn jede Wellenléinge einem Basisvektor entsprechen soll, dann ist der Farbraum offenbar unendlich
dimensional. Das mag aus physikalischer Sicht auch eine addquate Beschreibung der Natur des Lichts
sein, aber fiir praktische Anwendungen sind so viele Dimensionen weder niitzlich noch nétig. Das
menschliche Auge kann so viele Farben gar nicht unterscheiden. Auf der Netzhaut des Auges gibt es
vier verschiedene Arten von lichtempfindliche Zellen, von denen drei fiir das farbige Sehen zustéindig
sind. Jede dieser drei Zellarten reagiert auf Licht mit einer bestimmten Wellenlénge A\ besonders stark,
und auf Licht mit anderen Wellenléingen umso schwécher, je stirker die andere Wellenldnge von A
abweicht.

Empfindlichkeit

‘F N x i | [ }— Wellenléinge (nm)
400 450 500 550 600 650 700

Der Farbeindruck, den wir subjektiv wahrnehmen, ergibt sich daraus, wie stark die drei verschiedenen
Zelltypen vom eintreffenden Licht angeregt werden. Das Auge codiert also jede Farbe als einen Vektor
(x,y,2), in dem die Koordinaten angeben, wie stark jeder der drei Zelltypen von der Farbe angeregt
wird. Vereinfachend kann man sich vorstellen, dass die Koordinaten zwischen 0 (gar keine Anregung)
und 1 (maximale Anregung) liegen.

Die Basis in diesem Modell bilden die drei ,,Grundfarben® rot, griin und blau, fiir die jeweils einer
der drei Zelltypen auf der Netzhaut maximal angeregt wird. Das Mischen von Farben entspricht der
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Linearkombination von Vektoren. Wenn man dabei nichtnegative Koeffizienten wahlt, die sich zu
(hochstens) 1 aufaddieren, dann ist gewéhrleistet, dass der Ergebnisvektor wieder Koordinaten hat, die
zwischen 0 und 1 liegen und damit einen giiltigen Farbvektor darstellen. Solche Linearkombinationen

a1a1 + -+ Qpayy mit aq, ..., > 0und g + - - - 4+ a,, = 1 nennt man auch Konvexkombinationen.
Beispiele:

0,0,00=M (00=M (©10=H (©01=H

o1Ly=E @on=0 @1r0=0 a1y=L]

t1uy=0 doo=M ¢.1H=H @oin=M

Wenn man beriicksichtigt, dass es im Auge noch einen vierten Zellentyp gibt, mit dem man hell und
dunkel unterscheiden kann, konnte man vermuten, dass wir den Farbraum eigentlich als vierdimensio-
nal wahrnehmen miisste. Das ist aber nicht so, weil die Anregung dieses Zelltyps mit einer bestimmten
Stéarke den gleichen Sinneseindruck hervorruft wie eine bestimmte Kombination von Anregungen der
drei anderen Zelltypen. Dieser Sachverhalt ldsst sich mithilfe des Faktorraums in der Sprache der linea-
ren Algebra ausdriicken: ist V' ein Raum, dessen Elemente (r, g, b, h) die Anregung aller vier Zelltypen
beschreiben, und sind die Farbeindriicke der Anregungsvektoren (1,1, 1,0) und (0,0, 0, 1) nicht vonein-
ander zu unterscheiden, so entspricht der subjektive Farbraum dem Quotientenraum V/{(1,1,1, —1)).

Ausgabegeriite wie zum Beispiel Monitore erzeugen Farben, indem sie rotes, griines und blaues Licht
in genau dem Mischungsverhéltnis ausstrahlen, das im Auge des Betrachters den gewiinschten Far-
beindruck hervorruft. Ein Bild kann man als eine Funktion auffassen, die jedem Punkt der Ebene
eine Farbe zuordnet. Farbige Bilder werden im Computer als Uberlagerung dreier einfarbiger Bilder
dargestellt, die den Anteil der drei Basisfarben am Gesamtbild angeben. Typischerweise verwendet
man dabei rot, griin und blau (RGB) als Basisfarben:

Abhéngig von der Anwendungssituation kann es von Vorteil sein, verschiedene Basen zu verwenden.
Es kann zum Beispiel sein, dass es fiir die drei Basislichtquellen in einem Monitor technisch leichter ist,
statt R, G und B drei andere Farben A, B und C zu verwenden. Die Farbinformation, die der Computer
in der RGB-Basis an den Monitor leitet, muss dann vom Monitor in die ABC-Basis umgewandelt
werden. Die Basistransformation geschieht natiirlich durch Multiplikation des RGB-Vektors mit der
3 x 3-Matrix, deren Spalten die Koordinatendarstellung der Farben R, G, B in der ABC-Basis sind.

Personen, die an Rot-Griin-Blindheit leiden, haben auf ihrer Netzhaut nur zwei verschiedene Typen
von farbempfindlichen Zellen. Fiir diese Personen ist der Farbraum deshalb nur zweidimensional, und
es ergibt sich in etwa der folgende Eindruck:
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..+.

Wenn Betroffene jetzt einwenden, dass fiir sie die Abbildung auf der linken Seite der Gleichung nicht
identisch aussieht wie die Abbildung auf der linken Seite der dreidimensionalen Zerlegung, dann liegt
das daran, dass die Wellenldngen, bei denen die Farbrezeptoren im Auge maximal angeregt werden, von
Mensch zu Mensch leicht verschieden sind. Den exakt gleichen Eindruck bekommt man nur dann, wenn
man in der Rechnung ein rot und ein blau verwendet, die gemeisam den gleichen Untervektorraum
aufspannen wie das rot und das blau, die die Zellen im Auge der betreffenden Person wahrnehmen.
Dariiber hinaus miisste sichergestellt sein, dass das verwendete Grafikprogramm sowie der Drucker
bzw. der Bildschirm exakt die gleichen Farbtone als Basisfunktion verwenden, was technisch nur sehr
schwer umzusetzen ist.

Die Skalierung eines Farbvektors dndert die Helligkeit: 1-v = v ist die Farbe v selbst, 0 - v = 0 ist

schwarz, und z. B. % -v ist eine dunklere Variante der Farbe v. Die Zahen « € [0, 1] kann man deshalb

auch als Graustufen interpretieren (mit schwarz als 0 und weif§ als 1).

Wenn Sie dieses Skriptum auf einem Schwarz-Weiss-Drucker ausgedruckt haben, dann hat Thr Com-
puter die Farben in den Abbildungen dieses Abschnitts in Grauténe umwandeln miissen. Ein Grauton
ist eine reelle Zahl zwischen 0 (schwarz) und 1 (weiss). Um ein Farbbild in ein Graustufenbild umzu-
wandeln, wihlt man Grauwerte gr, ga, g5 € [0, 1], auf die die Basisfarben R, G, B abgebildet werden
sollen. Eine beliebige Farbe (cg, ca, cp) des RGB-Raums wird dann abgebildet auf den Grauwert

CR
(9r:9c:98) | cc
cB
Die Abbildung, die jeder RGB-Farbe einen Grauwert zuordnet, ist also ein Funktional.
Umgekehrt: Vogel werden die Bilder, die auf unseren Monitoren angezeigt werden, vermutlich nicht
besonders realistisch finden. Sie verfiigen ndmlich iiber eine Netzhaut mit vier verschiedenen Typen
von Farbrezeptoren und genieflen daher einen vierdimensionalen Farbraum. Sie kénnen deshalb Farben
voneinander unterscheiden, die uns identisch vorkommen.
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21 Graphentheorie

Definition 43. Sei V eine Menge und E eine Relation auf V. Dann heiit das Paar G = (V, E)
ein Graph. Die Elemente von V heiflen Knoten (engl. vertex) und die Elemente von E heiflen
Kanten (engl. edge) des Graphen. Eine Kante der Form (v, v) heifit Schieife (engl. loop).

Ein Graph in diesem Sinne hat nichts mit Funktionsgraphen zu tun. Es handelt sich viel mehr um eine
Art Netzwerk, wie wir bereits im Abschnitt 2 als Beispiel fiir eine Relation gesehen haben. Graphen
kann man sich graphisch veranschaulichen, indem man fiir die Knoten irgendwelche Punkte in der
Ebene wéhlt und je zwei Punkte v1,v2 € V genau dann durch einen Pfeil von v; nach vy verbindet,
wenn (vy,vq) € E ist.

Um einen Graphen im Computer zu speichern, kann man einfach eine Liste mit den Elementen von V'
sowie eine Liste mit den Elementen von E speichern. Fiir manche Anwendungen ist es zweckméafiger,
die Kantenmenge F durch eine Matrix darzustellen, deren Eintrége fiir je zwei Knoten vy, v angeben,
ob es eine Kante von v; nach vy gibt oder nicht.

Definition 44. Essei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n < co. Weiter sei v: {1,...,n} -V

eine bijektive Funktion. Die Adjazenzmatriz von G (beziiglich v) ist definiert als die Matrix
A= <(ai7j))2j:1 € Q™™ mit

1 falls (v(@),v(j)) € E
@ij = 0 sonst

furi,j=1,...,n.

Die Funktion v in der obigen Definition bedeutet blof}, dass die Knoten in einer beliebigen aber
bestimmten Weise angeordnet werden sollen. Welche Reihenfolge gewéhlt wird, ist egal, aber fiir zwei
verschiedene Wahlen von v erhélt man im allgemeinen verschiedene Adjazenzmatrizen.

Beispiel. Im folgenden ist fiir die Adjazenzmatrix A immer angenommen, dass v die Knoten
in der Reihenfolge durchnumeriert, in der sie notiert sind.

1. G1 = (V1, Ep) mit V; ={a,b,c,d, e}, By = {(a,b), (b,c), (c,d), (d,e), (e,a)}

& w

OO

_ o O O O
(el olNell
[l all =)
o O = OO
o= O O O

2. G = (Va, E9) mit Vo = {a,b,c,d, e},
Ey ={(a,b), (a,d), (c,c), (¢,b), (e,b), (d,a), (b,d)}

144



01010

a 00010

As=10 1 1 0 0

. 10000
0 e 01000

3. G3 = (V3,E3) mit V3 = {a,b,c,d}, E5 = {(a,b), (a,c), (a,d), (¢,b), (d,c)}

o%0

0000
" 4=10 10 0
GA0

4. G4 = (Vy, Eq) mit Vy = {a,b,c,d}, E4 = {(a,c), (b,a), (b,c), (b,d), (d,a)}

0010
1011
0‘@,@ 0 4=10 00 0
1000

Definition 45. Seien G = (V, E) und G’ = (V', E’) zwei Graphen. Eine Funktion h: V — V'
mit
V1,09 € Vi (v1,v2) € E = (h(vy),h(ve)) € E

heifit (Graphen-)Homomorphismus von G nach G'. Ist h bijektiv, spricht man von einem
(Graphen-)Isomorphismus und sagt, die Graphen G und G’ sind (zueinander) isomorph.
Schreibweise in diesem Fall: G = G'.

Beispiel. Von den vier Graphen im vorigen Beispiel sind nur der dritte und der vierte zu-
einander isomorph. Die Abbildung h: V3 — V4, die durch folgende Wertetabelle definiert ist,
ist ein Isomorphismus.

v |a
h(v)‘b

b ¢ d

c a d

Um das zu zeigen, rechnet man nach, dass die Mengen F4 und
h(E3) == { (h(v), h(w)) : (v,w) € E3} C V}

identisch sind. (Sie sind es.)
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Dass G1 und G3 nicht isomorph sein kénnen, sieht man zum Beispiel daran, dass der zweite
Graph eine Schleife hat und der erste nicht. Ein Isomorphismus muss aber Schleifen (v, v) auf
Schleifen (h(v), h(v)) abbilden.

AuBerdem kann weder G noch G isomorph zu G3 oder G4 sein, weil ein Isomorphismus
bijektiv sein muss und Graphen deshalb nur dann isomorph sein kénnen, wenn sie die gleiche
Anzahl von Knoten haben.

Anfinger glauben oft, dass zwei Graphen GG; und G5 isomorph sind, wenn fiir jedes n € N die Zahl
der Knoten in G, die mit genau n Knoten durch eine Kante verbunden sind, mit der Zahl der Knoten
in G9, die mit genau n durch eine Kante verbunden sind, iibereinstimmt. Das ist aber falsch. Tatséchlich
handelt es sich hierbei nur um eine notwendige Bedingung, aber nicht um eine hinreichende.

Satz 67. Seien G = (V,F) und G’ = (V' E’) zwei Graphen mit endlichen Knotenmengen
V,V'. Sei A eine Adjazenzmatrix von G und A’ eine Adjazenzmatrix von G’. Dann gilt: G

und G’ sind genau dann isomorph, wenn |V| = |V’| gilt und es eine Permutationsmatrix
P e QVIXIVI gibt mit A’ = PAP~.

Beweis. Seien v: {1,...,|V|} = V und ¢': {1,...,|V’|} — V' die zu den gegebenen Adja-
zenzmatrizen A und A’ gehérenden Bijektionen.

,= Seih:V — V' ein Isomorphismus. Da h als Isomorphismus insbesondere bijektiv ist, ist
7 := (v')"tohow eine Bijektion von {1,...,|V|} nach {1,...,|V’|}. Damit gilt |V/| = |V’| und
somit ist 7 eine Permutation. Sei P € QIVI*IVI die zu 7 gehérende Permutationsmatrix. Wir
zeigen A’ = PAP~!. Betrachte dazu eine beliebige Position (i, 5) € {1,...,|V|}?. Bezeichnen
wir mit a;; und a; ; den Eintrag von A bzw. A" an Position (i, j), so gilt

a;j =1 < (v(i),v(y)) € £
= (h(v(3)), h(v(j))) € E'

!/ —
Q)1 (h(w(@) () (G T
/ —_—
= aiya) = b
Damit folgt die Behauptung aus Teil 3 von Satz 20.
p=“ Sei m: {1,...,|V]} = {1,...,]V]} die zu P gehorige Permutation. Wir zeigen, dass

h:V = V', h =v omov™! ein Isomorphismus ist. Bezeichnen wir mit a; ; und a} ; wieder

den Eintrag von A bzw. A’ an Position (4, j), so gilt nach Teil 3 von Satz 20 a;; = 1 <=
a;(i) (j) = 1 Fiir zwei beliebige Knoten u, w € V' gilt dann

(u, w) el = Ay=1(u),v=1(w) = 1
/ —
= An(p-1(w)m(-L(w) = 1

! _
Q)1 (h(w)),(0) L (h(w)) = 1
= (h(u), h(w)) € F,

was zu zeigen war. n

Beispiel. Betrachten wir noch einmal die Graphen G3 und G4 aus dem Beispiel nach Defi-
nition 44. Die dort angegebenen Adjazenzmatrizen

01 1 1 0010
00 0 101 1
Ads=1g 1 g of md A=1449¢ o
0010 100 0
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gelten beide beziiglich der Funktion v: {1,2,3,4} — {a,b,c,d} mit v(1) = a, v(2) = b,
v(3) = ¢, v(4) =d.

Ist h: {a,b,c,d} — {a,b,c,d} der Isomorphismus aus dem vorigen Beispiel, so ist die Permu-
tation m = v~! o h o v gegeben durch

i |12 3 4
i) [2 3 1 4°
Die zugehorige Permutationsmatrix lautet
0100
0010
Pr=1100 0
0001
In der Tat gilt
0010\ /0 111\ /0100 0010
. ~{tooofllooo0ool|loo0o 10| [1o01 1|
PrdsbBr=10 10 0llo100||t 000l |ooo0 o4
0001/ \0o010/\0o0GO0OS]1 1000

Definition 46. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Tupel ((vg, v1), (v1,v2), ..., (Vm—1,0m)) € E™
heiit Pfad (engl. path) von v; € V nach v, € V von G der Liange m. Statt

((vo,v1), (v1,v2)s - -+, (Vm—1,Vm))
schreibt man einen Pfad auch in der Form vg—v1— - - - —v,,.
Ein Pfad mit vy = v, heifit geschlossener Pfad oder Zyklus (engl. cycle) von G (der Léange m).
Beispiel.

1. Die Pfade der Léange 1 entsprechen genau den Kanten des Graphen, und die Zyklen der
Lange 1 entsprechen genau seinen Schleifen.

2. Der Graph G auf Seite 144 enthélt den Pfad ¢—c—b—d—a—b—d—a—d—a. Dieser Pfad
hat die Lange 9. Der Pfad ist kein Zyklus, aber z. B. die Pfade a—b—d—a und a—d—a
sind Zyklen von Gs.

Der Graph G5 enthélt dagegen keine Zyklen.

Satz 68. Sei G = (V, E) ein Graph mit endlicher Knotenmenge, v: {1,...,|V|} — V bijektiv
und A die Adjazenzmatrix von G beziiglich v. Weiter seien 7,5 € {1,...,|V|}.

1. Der (i, 7)-te Eintrag in der Matrix A™ ist genau die Anzahl der Pfade von v(7) nach v(j)
der Lénge n.

2. Der (i, j)-te Eintrag in der Matrix A + A% + --- + A" ist genau die Anzahl der Pfade
von v(7) nach v(j) der Lange hochstes n.

3. Ein Pfad von v(i) nach v(j) existiert genau dann, wenn ein Pfad von v(7) nach v(j) der
Lénge hochstens |V existiert.
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Beweis.

1. Induktion nach n. Fiir n = 1 folgt die Behauptung direkt aus Def. 44. Nehmen wir an, die
Behauptung gilt fiir n. Sei (i,) € {1,...,|V|}2. Zu zeigen ist, dass der (i, j)-te Eintrag
von A"t die Anzahl der Pfade von v(i) nach v(j) der Linge n+ 1 ist. Jeder solche Pfad
lasst sich auffassen als ein Pfad von v(i) nach v(k) fir ein k£ € {1,...,n} gefolgt von
der Kante (v(k),v(7)), falls diese existiert. Die Anzahl der Pfade von v (i) nach v(k) ist
nach Voraussetzung der (i, k)-te Eintrag az[fl,l von A", und die Kante (v(k),v(j)) existiert
nach Def. 44 genau dann, wenn ay ; = 1 ist. Da a; ; im anderen Fall 0 ist, ldsst sich die
Anzahl der Pfade von v(i) nach v(j) der Lénge n + 1 schreiben als

aMar;+alas; + - +a™ ap

i,141,5 1,202,j i,|[V|YIVI]G

Nach Definition der Matrizenmultiplikation ist dies genau der (i,j)-te Eintrag von

AP A = AL

2. Folgt direkt aus Teil 1.

3. Wir zeigen: aus jedem Pfad von u nach v der Liange m > |V/| ldsst sich ein Pfad von u
nach v mit einer Lénge < m konstruieren. Sei also P ein Pfad von u nach v der Lénge
m > |V|. Dann muss es in P mindestens einen Knoten w geben, der mehr als einmal
besucht wird. Das heifit, wenn etwa P = vg—v1— -+ —vp, mit vg = v und v, = v ist,
dann muss es ein Paar (¢,7) mit ¢ < j geben, so dass v; = v; = w ist. In diesem Fall ist

/
P i=vp— - =01 =0~V 41— Vjp2—  —Um

ein Pfad von u nach v der Lange m — (j — i) < m. Beachte, dass (v;, vj4+1) = (vj,v+1)
eine Kante von G ist, weil sie bereits im urspriinglichen Pfad P vorkommt.

Beispiel.

1. Betrachten wir noch einmal den Graphen G2 von Seite 144. Fiir n = 7 erhalten wir

32040
2 10 20
Af=14 41 6 0
2 2030
11020

Der Eintrag 6 an Position (3,4) sagt aus, dass es genau 6 Moglichkeiten gibt, in genau
sieben Schritten von ¢ nach d zu gelangen. In der Tat sind das die folgenden Pfade:

c—b—d—a—b—d—a—d,
c—b—d—a—b—a—b—d,
c—c—c—b—d—a—b—d,
c—c—c—c—b—d—a—d,



2. Fiir den Graphen G3 auf Seite 145 gilt A4 = 0. Es gibt in diesem Graphen also keine
Pfade der Lange 4. Langere Pfade kann es dann natiirlich auch nicht geben. Die Ge-
samtzahl sdmtlicher Pfade (beliebiger Linge) von einem Knoten zu einem anderen ist
deshalb gegeben durch

Az + A3+ A3 =

S O O O
— = O W
_ o O N
o O O

Man kann sich tiberlegen, dass ein Graph G' = (V, F) mit Adjazenzmatrix A genau dann
einen Zyklus enthélt wenn A!VI £ 0 ist.

3. Statt der Anzahl der Pfade von w nach v kann man sich auch fragen, wie lang der
kiirzeste Pfad von u nach v ist. Man nennt die Lénge eines kiirzesten Pfades von u
nach v die Distanz von u nach v, Schreibweise: d(u,v). (Beachte: im allgemeinen gilt
d(u,v) # d(v,u).) Wenn es gar keinen Pfad von u nach v gibt, setzt man d(u,v) = cc.

Wir wollen fiir alle Knotenpaare u, v die Distanz d(u, v) bestimmen. Dazu ist es hilfreich,
eine Hilfsgrofie

d(u,v) falls d(u,v) <m

00 sonst

dp (1, 0) = {

einzufithren. Dann bedeutet d,,(u,v) = oo, dass d(u,v) > m ist, und d,,(u,v) = k € N,
dass d(u,v) = k ist. Nach Teil 3 von Satz 68 gilt fiir je zwei Knoten u, v eines Graphen
G = (V, E) stets d(u,v) < |[V] oder d(u,v) = oo. Es geniigt also, dy/(u,v) zu berechnen.

Ist V = {v1,...,v,}, so gilt offenbar
dm1+m2 (uv U) = min(dml (u7 Ul) + de (Ulv U)a SRR dm1 (ua Un) + de (Um U)),

denn wenn man auf einem kiirzesten Pfad P von u nach v nach mj Schritten an einem
Knoten v; anhélt, dann kann es nicht sein, dass es von u nach v; einen Pfad mit weniger
als my Schritten gibt, sonst liele sich daraus ein Pfad von u nach v konstruieren, der
noch kiirzer ist als P. (Wir nehmen hier an, dass min und + auf NU {co} so definiert
sind, dass min (oo, 00) = 00, min(k,00) = k und k4 0o = 0o + k = 00 + 0o = oo fiir alle
k € N gilt.)

Die obige Formel fiir dy,,+m,(u,v) hat die gleiche Struktur wie die Formel fiir die Ko-
effizienten eines Matrixprodukts, wenn man + und - durch min und + ersetzt. Man
kann also eine Entfernungstabelle fiir einen Graphen G wie folgt berechnen. Wahle
vi{l,...,[V]} = V und setze D1 = ((d1(v(i),v(j)) )i j—o- Beachte dabei, dass

0 fallsi=y
di(v(i),v(4)) =< 1 fallsi# jund (v(i),v(j)) € E
00 sonst
fiir alle 4,5 gilt. Berechne die Matrix-Potenz D := D\1V\+17 wobei min und + statt +

und - verwendet werden. Der (i, j)-te Eintrag von D ist dann genau d(v(i),v(j)).

Beispiel: Fiir den Graphen
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erhilt man die folgende Entfernungstabelle:

SQ w0 a0 o

N — = W NN OISR
=N DNWO RS
RN RN ONNO
NN W |
N WO = WND N
== O N NN W s
N O WD - W WY
O = W NN W WS

22 C-finite Folgen

Definition 47.

1. Eine Funktion a: N — K heifit Folge (engl. sequence) in K. Statt a schreibt man auch

(an)nzo-

2. Eine Folge a heifit C-finit, falls es einen Vektor (co,...,c,) € K'T1\ {0} gibt, so dass
fiir alle n € N gilt

coa(n) + cra(n+1)+ -+ craln+r) =0.

Beispiel.
1. Die Folge (F},)72 der Fibonacci-Zahlen ist C-finit. Sie erfiillt die Rekurrenz
Fo+Fh1—Fry2=0
fiir alle n € N.
2. Die Folge a: N — Q mit a(n) = n? ist C-finit. Eine Rekurrenz lautet
a(n) —3a(n+1)+3a(n+2) —a(n+3) =0.
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3.

Satz

Die Folge a: N — Q mit a(n) = n! ist nicht C-finit. Um das zu zeigen, muss man
zeigen, dass sie keine lineare Rekurrenz mit konstanten Koeffizienten erfiillt, egal wie
grof} die Ordnung r gewéhlt wird. Anders ausgedriickt ist zu zeigen, dass die Folgen

(NN, ((n 4+ 1Ny, ..., ((n + 7)), aufgefasst als Elemente des Vektorraums Q
linear unabhéngig iiber Q sind. Dazu betrachte man Konstanten cg, ..., ¢, € Q mit

con! +aa(n+ D!+ +c(n+r)!=0

fiir alle n € N. Es ist zu zeigen, dass all diese Konstanten Null sein miissen. Wire das
nicht so, dann géibe es zumindest ein ¢ mit ¢; # 0. O.B.d.A. kénnen wir ¢ = r annehmen.
Division durch (n + r)! liefert die Gleichung

1 1
+-t e

(”+1)-"(n—|—r)+Cl(n+2)--~(n+r) TH_T—&—CT:O

€o

fiir alle n € N. Auf der linken Seite steht nun eine Linearkombination von rationalen
Ausdriicken. Aus der Analysis ist bekannt, dass lim,, % = 0 ist fiir jedes Polynom p
mit degp > 0. Der Grenzwert der linken Seite fiir n — oo ist deshalb ¢,. Der Grenzwert
der rechten Seite ist aber 0. Also muss ¢, = 0 sein, im Widerspruch zur Annahme.

69. Sei (cg,...,c.) € K"t mit ¢, # 0. Dann gilt:
LU = {(an)y € KN : ¥V n € N:cyan+ -+ + crany,y = 0} ist ein Untervektorraum
von KN,

Die Abbildung
h:U —=K", h(ag,a1,...):=(ag,--.,ar—1)

ist ein Isomorphismus.

Beweis.

1.

Zu zeigen: 0 € U und fiir alle u,v € U und alle o, 8 € K gilt au+ v € U. Dass 0 in U
liegt, folgt aus
co0+c10+---+¢0=0.

Sind u,v € U, so gilt

cou(n) + cqu(n +1) + -+ cu(n+r) =0,
cov(n) +civ(n+1)+ - +cv(n+r)=0

fir alle n € N. Multiplikation der ersten Gleichung mit o € K und der zweiten mit
B € K, und Addition der beiden resultierenden Gleichungen liefert

co (u(n) + v(n)) +c (u(n +1)+v(n+ 1)) + e (u(n +7)+v(n+ 7‘)) =0
fiir alle n € N. Also ist auch u +v € U.
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2. Man iiberzeugt sich leicht, dass h ein Homomorphismus ist. Um zu zeigen, dass h bijektiv

ist, geniigt es zu zeigen, dass es fiir jeden Vektor (ag,...,a,—1) € K" genau eine Folge
a € U mit h(a) = (agp,...,ar—1) gibt. Zunéchst muss fiir jede solche Folge a offensichtlich
zumindest a(n) = a, fir n = 0,...,r — 1 gelten. Ferner gilt fiir beliebiges n > r, dass

es wegen der Rekurrenz fiir den Wert von a(n) genau eine Moglichkeit gibt, ndmlich

a(n) = 1 (coa(n —r)t+caan—r+1)+-+c_1a(n— 1))

Cr

Durch Induktion nach n erhélt man, dass alle Terme der Folge a eindeutig festgelegt
sind. [

Beispiel. Die Losungsmenge der Rekurrenz
fn)+fin+1)—f(n+2)=0

ist ein zwei-dimensionaler Vektorraum. Jede Losung ist eindeutig festgelegt durch ihre beiden
Anfangswerte f(0) und f(1).

Insbesondere gibt es eine Losung f1 mit f1(0) = 0 und f1(1) = 1 und eine Losung fo mit
f2(0) = 1 und f2(1) = 0. Die Folge f; ist die Folge der Fibonacci-Zahlen. Diese beiden
Losungen sind linear unabhéngig, weil die Vektoren A(f1) = (0,1) und h(f2) = (1,0) linear
unabhéngig sind. Es ist also {f1, fo} eine Basis von U.

Alle anderen Losungen f lassen sich damit als Linearkombination a.f; + (fe schreiben. Die
ersten Terme von f ergeben sich zu

B, a, a+ B, a+28, 2a+ 38, 3a+ 58, dba+ 806,...
Satz 70. Es sei a: N — K eine C-finite Folge, die eine Rekurrenz der Ordnung r erfiillt.
Dann gilt: Sind ¢y, ..., ¢ € K so, dass
coa(n) +cra(n +1) +---+cra(n+r) =0
firn=20,...,r — 1, so gilt
coa(n) +cra(n+1)+---+ca(n+r)=0
fiir alle n € N.

Beweis. Nach Annahme {iber a existieren gewisse Konstanten ¢g,...,¢. € K, von denen
wenigstens eine von Null verschieden ist, und fiir die gilt

éoa(n) + éoa(n + 1)+ +éa(n+r) =0
fiir alle n € N. Betrachte den Vektorraum U C KY bestehend aus allen Folgen f mit
cof(n)+cf(n+1)+---+é&f(n+r)=0

fiir alle n € N. Nach Satz 69 gilt dimU < r. Ferner gilt neben a € U auch (a(n +1)),>0 € U
fiir jedes fest gewéhlte ¢ € N, denn wenn

éoa(n) + éoa(n + 1)+ -+ éa(n+r) =0
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fur alle n € N gilt, dann gilt auch
coa(n+1i)+coa(n+i+ 1)+ -+ éa(n+i+r)=0
fir alle n,7 € N. Da U ein Vektorraum ist, gehtrt auch die Linearkombination

b(n) :=coa(n) + cra(n+ 1)+ -+ cra(n+r)

zuU.
Nach Voraussetzung gilt nun b(0) = b(1) = --- = b(r — 1) = 0. Aus Teil 2 von Satz 69 folgt,
dass b(n) = 0 fiir alle n € N. =

Beispiel. Satz 70 besagt, dass man die Koeffizienten der Rekurrenz fiir eine C-finite Folge a
rekonstruieren kann, wenn man die Ordnung r der Rekurrenz sowie die Terme a(0), ..., a(2r—
1) kennt. Man braucht dazu blof ein lineares Gleichungssystem zu lésen.

Ist etwa bekannt, dass a: N — Q eine Rekurrenz der Ordnung zwei erfiillt, so sucht man
Konstanten cg, c1, co € Q mit

coa(n) + cra(n+1) + cea(n +2) =0

fur alle n € N. Nach dem Satz geniigt schon, dass diese Bedingung fiir n = 0,1 erfiillt ist.
Wenn man auflerdem weif3, dass a mit den Termen 0, 1, 5, 19 beginnt, dann konkretisiert sich
die obige Gleichung fiir n = 0,1 zu

01 5 CO_O
15 19) )~

C2

Der Losungsraum dieses Gleichungssystems wird aufgespannt von (6, —5, 1), und also erfiillt
a nach Satz 70 die Rekurrenz

6a(n) —ba(n +1) +a(n+2)=0.

Wenn man die Ordnung r der Rekurrenz von a nicht kennt, dann kann man immer noch probieren,
ob man fiir ein frei gewahltes r aus den bekannten Termen von a eine Rekurrenz rekonstruieren kann.
Man macht dazu wie im vorherigen Beispiel einen Ansatz fiir die Koeffizienten und stellt ein lineares
Gleichungssystem auf. Man sollte dabei r klein genug wéhlen, dass man aus den bekannten Termen
von a ein iiberbestimmtes Gleichungssystem konstruieren kann (also eines mit mehr Gleichungen als
Variablen). Solch ein System hat typischerweise keine Lésung aufier 0. Wenn man trotzdem eine Losung
bekommt, dann ist das ein Indiz (aber natiirlich noch kein Beweis), dass man die Koeffizienten der
wahren Rekurrenz von a gefunden hat.

Beispiel. Betrachte die Folge a: N — Q mit a(n) = n F,, wobei F,, die nte Fibonacci-Zahl
ist. Die ersten 10 Terme von a lauten 0,1,2, 6,12, 25, 48,91, 168, 306, 550. Ist a C-finit?

Versuchen wir es mit r = 3. Wenn
coa(n) + cra(n+ 1) + caa(n 4+ 2) + cza(n +3) =0
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fir alle n € N gelten soll, dann muss es auf jeden Fall auch fiir n =0,...,10 — 3 gelten. Das

fithrt auf das Gleichungssystem

0 1 2 6
1 2 6 12

2 6 12 25 | /e

6 12 25 48 |[e| _,
12 25 48 91 | |e '
25 48 91 168 | \e3

48 91 168 306

91 168 306 550

Diese Gleichungssystem hat nur die triviale Losung (0,0, 0, 0). Daraus folgt, dass a ganz sicher

keine Rekurrenz der Ordnung drei (oder kleiner) erfiillt.
Es folgt aber nicht, dass a nicht C-finit ist. Es kann immer noch eine Rekurrenz hoherer
Ordnung erfiillen. Zum Beispiel r = 4. In diesem Fall bekommt man mit den gleichen Daten

das lineare Gleichungssystem

0 1 2 6 12

1 2 6 12 25 co

2 6 12 25 48 c1

6 12 25 48 91 ca | =0.
12 25 48 91 168 c3

25 48 91 168 306 c4

48 91 168 306 550

Obwohl es sich wieder um ein iiberbestimmtes System handelt, gibt es eine nichttriviale
Losung, ndmlich (1,2, —1,—2,1). Das legt die Vermutung nah, dass a die Rekurrenz

a(n)+2a(n+1)—a(n+2)—2a(n+3)+aln+4) =0

erfiillt.
In der Tat ist nicht schwer zu zeigen, dass diese Vermutung korrekt ist, indem man n F),

in die Rekurrenz einsetzt und den entstehenden Ausdruck mithilfe der bekannten Rekurrenz

Foio = Fhy1 4+ F, zu 0 vereinfacht.

Satz 71. Es seien (a,)52, und (b,)52, zwei C-finite Folgen. Dann gilt:
1. (an +by)o2, ist C-finit.
2. (anbn)9e, ist C-finit.
3. fiir jedes fixe u € N ist (ay,)02, C-finit.

4. (X p_par)sy ist C-finit.
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Beweis. Wir zeigen den zweiten Teil. Die Beweise fiir die anderen Teile gehen #hnlich.

Nach Voraussetzung sind (a,,)%, und (b,)2%, C-finit. Es gibt also (ay, ..., aq,) € K"\ {0}
und (Bo, ..., Bs) € KST1\ {0} mit

Qoap + Q1041+ -+ Qrapy =0
Bﬂbn + ﬁlbn+1 + -+ Bsanrs =0.

Durch geeignete Wahl von r und s kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass «, # 0 und s # 0
ist. Aus den Rekurrenzen folgt dann, dass sich die Folgen (an4,)52 o und (by15)5%, als Linear-
kombinationen der Folgen (an)5, ..., (antr—1)neg bzw. (bn)50, - - (bnts—1)52 darstellen
lassen. Allgemeiner folgt durch Induktlon dass sich fiir jedes fixe i € N sogar die Folgen
(@n+i)oeo und (bp4i)o2, als Linearkombinationen dieser Folgen darstellen lassen.
Fiir den Vektorraum V C K, der von den Folgen (An4ibntj)oey mit 4,5 € N erzeugt wird,
gilt deshalb dim V' < rs; als Erzeugendensystem geniigen namlich die Folgen (apn+ibn+j)n
mit 0 <t <rund 0 <5 < s.
Wegen dim V' < rs miissen je rs + 1 viele Elemente von V' linear abhéngig sein. Insbesondere
muss es eine lineare Abhéngigkeit zwischen den Folgen (anbp )0, - - -, (@ntrsbnirs)oe geben.
Es gibt also Konstanten 7y, ..., v,s € K, von denen mindestens eine von Null verschieden ist,
und fiir die gilt

’YOanbn + ’Ylan—i—lbn—i—l +--+ f)/san—ﬁ-rsbn-l—rs =0

fir alle n € N. [
Beispiel.

1. Sei a = (F,)22, die Folge der Fibonacci-Zahlen und b = (n)22,. Es sei bekannt, dass a
die Rekurrenz a(n) + a(n 4+ 1) — a(n + 2) = 0 und b die Rekurrenz b(n) — 2b(n + 1) +
b(n + 2) = 0 erfiillt. Gesucht sei eine Rekurrenz fiir ¢ = (n£,)52,

Es gilt
a(n+2) =a(n) +a(n+1) b(n+2)=—-b(n)+2b(n+1)
a(n+3) = a(n) + 2a(n + 1) b(n+3) = —2b(n) +3b(n+1)
a(n+4) =2a(n) + 3a(n+ 1) b(n+4) = —3b(n) + 4b(n + 1)

fiir alle n € N. Fiir die Produkte ergibt sich daraus

a(n)b(n) = a(n)b(n)
a(n+1)b(n+1) = a(n+1)b(n+1)
a(n+2)b(n+2) = —a(n)b(n) —a(n+1)b(n) +2a(n)b(n+1) +2a(n+1)b(n+1)
a(n+3)b(n+3) = — 2a(n)b(n) —4a(n + 1)b(n) + 3a(n)b(n+ 1) + 6a(n+ 1)b(n+ 1)
a(n+4)b(n+4) = — 6a(n)b(n) — 9a(n + 1)b(n) + 8a(n)b(n + 1) + 12a(n + 1)b(n + 1).

Die Koeffizienten der Rekurrenz findet man durch Losen des linearen Gleichungssystems

1 -2 6\ [°
1 -4 9| ™
2 3 8 ||
2 6 12/ ™

o O O
_ o o O
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Dass das System eine Losung haben muss, sieht man sofort daran, dass es mehr Va-
riablen als Gleichungen hat. Und tatséchlich stellt sich heraus, dass der Losungsraum
eindimensional ist und vom Vektor (1,2, —1, —2,1) aufgespannt wird. Daraus folgt, dass
die Folge ¢ = (nF},)32, die Rekurrenz

cn)+2c(n+1)—cn+2)—2c(n+3)+c(n+4) =0
erfiillt.

2. Auf der Grundlage von Satz 71 kann man ein Computerprogramm schreiben, das Iden-
titdten fiir C-finite Folgen automatisch beweist. Um zum Beispiel die Summationsformel

n
> FP = FuFup
k=0

zu beweisen, beginnt das Programm mit der Rekurrenz F), + Fj,+1 — Fj,4o = 0 fiir die
Fibonacci-Zahlen, die entweder vom Benutzer eingegeben oder aus einer Datenbank ge-
lesen wird. Dann berechnet es wie im vorherigen Beispiel je eine Rekurrenz fiir (F2)2
und fiir (F, F41)2% . Aus der Rekurrenz fiir (F2)22, lisst sich als niichstes eine Rekur-
renz fiir die Summe (3"_, F?)22, berechnen, und daraus schlieBlich eine Rekurrenz fiir

die Differenz d(n) := (Yp_o F?) — F,Fn41 von linker und rechter Seite. Das Ergebnis
dieser Rechnung lautet

din)—2d(n+1)—2d(n+2)+dn+3)=0

fiir alle n € N. Um zu zeigen, dass d(n) = 0 fiir alle n € N gilt, braucht man nach Teil 2
von Satz 69 nur noch nachzurechnen, dass d(n) = 0 fiir n = 0,1, 2 gilt.

23 Kodierungstheorie

Digitale Informationsverarbeitung beruht auf dem Prinzip, jede mogliche Information als eine Folge von
Nullen und Einsen darzustellen. Diese Folgen sind immer endlich, aber moglicherweise sehr lang. Die
Datei dieses Skriptums ist zum Beispiel mehrere Megabyte grofl. Das bedeutet, sie wird im Computer
dargestellt als eine Folge von mehreren Millionen Vektoren b € {0,1}%. Einen solchen Vektor nennt
man ein Byte. Die Koordinaten eines Bytes nennt man Bit.

Ein Bit kann je nach Kontext zum Beispiel Informationen wie an/aus, schwarz/weiss, 0/1, wahr /falsch,
rechts/links, ménnlich/weiblich codieren. In einem Byte kann man z. B. die natiirlichen Zahlen von 0
bis 255 codieren:

(0,0,0,0,0,0,0,0) = 0,
(0,0,0,0,0,0,0,1) =1,
(0,0,0,0,0,0,1,0) = 2,
( )=3
( )

0,0,0,0,0,0,1,1) =
0,0,0,0,0,1,0,0) = 4, etc.

i

Auch die Zeichen in einem Text kann man mit Bytes codieren, indem man z. B. durch eine Tabelle
festlegt, welches Byte welchem Buchstaben entsprechen soll. Die 256 verschiedenen Bytes sind mehr
als ausreichend, um die 52 Grofl- und Kleinbuchstaben, die 10 Ziffern, das Leerzeichen und einige
Interpunktions- und Sonderzeichen unterzubringen.
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Mit Folgen von Bytes 148t sich quasi alles codieren: Zahlen, Formeln, Texte, Computerprogramme,
geometrische Objekte, Farben, Kundendaten, Fahrpline, Musik, Fotos, Videos, Wetter- und Klima-
modelle, usw. In der Kodierungstheorie beschiiftigt man sich mit dem Design solcher Codierungen.
Allgemeiner stellt man sich die Frage, wie man eine gegebene Codierung (d. h. eine gegebene Bitfolge)
in eine andere umwandeln kann, die zum Ubertragen oder Speichern der Information besser geeignet
ist. Typische Fragestellungen sind in diesem Zusammenhang:

o Kryptographie: Wie kann ich eine gegebene Bitfolge verschliisseln, d. h. so abédndern, dass die
darin codierte Information ohne geeignetes geheimes Zusatzwissen nicht zu rekonstruieren ist.
Oder: wie kann ich eine gegebene Bitfolge signieren, d.h. so abéndern, dass ein Empfanger
verifizieren kann, dass die Nachricht wirklich von mir stammt?

e Fehlererkennung: Wie kann ich eine gegebene Bitfolge so abindern, dass sich nach der Uber-
tragung feststellen lésst, ob ein Teil der Bitfolge fehlerhaft iibertragen wurde? Lassen sich die
Fehler nachtréglich reparieren?

e Datenkompression: Wie kann ich eine gegebene Bitfolge in eine kiirzere Bitfolge umwandeln, die
die gleiche Information enthélt? Oder: Kann ich aus einer gegebenen Bitfolge die ,, wesentliche*
Information von der ,unwesentlichen“ trennen, so dass ich nur die wesentliche speichern oder
iibertragen muss?

Es gibt zu jedem dieser Punkte zahlreiche Techniken. Manche davon verwenden lineare Algebra. Wir
geben in diesem Abschnitt zunéchst ein einfaches Beispiel einen Verschliisselungsalgorithmus und
betrachten dann etwas ausfiihrlicher eine einfache Methode zur Fehlererkennung. Fiir Verallgemeine-
rungen und andere Methoden sei auf entsprechende Lehrveranstaltungen oder die Literatur verwiesen.

Beispiel. Wir wollen Textnachrichten verschiisseln, die aus Grofibuchstaben und Leerzeichen
besteht, z. B. den Text LINEARE ALGEBRA. Dazu interpretieren wir die Zeichen zunéchst als
Zahlen, z. B. in dem wir jeden Buchstaben durch seine Position im Alphabet ersetzen und 0 fiir
das Leerzeichen wihlen. Der (noch unverschliisselte) Text LINEARE ALGEBRA wird also durch
die Zahlenfolge 12,9,14,5,1,18,5,0,1,12,7,5,2,18,1 dargestellt. Es ist zweckméfig, diese
Zahlen nicht als Elemente von Q sondern als Elemente eines endlichen Korpers aufzufassen,

z.B. ist K = Zgag grof genug um alle Buchstaben voneinander unterscheiden zu kénnen.

Als Schliissel wihlen wir eine invertierbare Matrix A € Zggg, zum Beispiel

4 7 3 15 3
A= |13 13 25], sodass Al'=1[|4 2 1
16 5 25 9 8 13

Der zu verschliisselnde Text wird als 3 x n-Matrix dargestellt, wobei die Ziffern, die den
Zeichen des Textes entsprechen, spaltenweise von oben nach unten in die Matrix eingetragen
werden. Der Text LINEARE ALGEBRA wird also durch die Matrix

125 5 12 2
M=19 1 0 7 18
14 18 1 5 1

dargestellt. Zur Verschliisselung wird diese Matrix mit A multipliziert. Die Eintrige des Er-
gebnisses werden spaltenweise ausgelesen und wieder in Buchstaben umgewandelt.

8 23 23 25 21
AM =14 6 3 24 24 > (8,14,7,23,6,13,23,3, 18, 25,24, 4, 21,24, 2)
7 13 18 4 2
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Das Ergebnis ist der verschliisselte Text. Um ihn wieder zu entschliisseln, verwendet man
dasselbe Verfahren, nur mit A~! statt A. Wegen A~'AM = M muss dabei der urspriingliche
Text herauskommen.

Definition 48.

1. Das Gewicht eines Vektors a = (a1, ..., an) € Z3 ist definiert als
w(a):={i:a; #0} €{0,...,n}.

2. Fir a = (a1,...,a,),0 = (b1,...,by) € ZY heiBt d(a,b) := w(a — b) die Hamming-
Distanz von a und b.

3. Ein Untervektorraum U C Z§ der Dimension k heifit linearer Code von Linge n und
Rang k. Elemente von U heiflen Codewdrter. Die Distanz eines linearen Codes U C Z3
ist definiert als

d=min{w(u) :ueU\{0}} €N
4. Ist U C Z§ ein Code, dann heifit eine geordnete Basis A € ZSXk von U eine Erzeuger-

matriz und eine Matrix B € Zénfk)xn mit ker B = U eine Prifmatric fiir U.

Beispiel.

1. w(1,0,0,1,1,0,1,0) = 4, w(0,0,1,0,1,1,1,1) = 5, w(0,1,1,0,1,0,1,1) = 5, etc.

d(a,b) ist die Anzahl der Positionen, an denen sich a und b voneinander unterscheiden,
zum Beispiel:

d((1,1,0,1,0,1,1), (1,1,0,1,0,0,1)) =1
d((1,1,0,1,0,1,1), (1,1,0,1,1,0,1)) =2
d((1,1,0,1,0,1,1), (0,1,0,1,1,0,1)) = 3
d((1,1,0,1,0,1,1), (0,1,1,1,1,0,1)) =4
d((1,1,0,1,0,1,1), (0,1,1,0,1,0,1)) =5

Es gilt d(a,b) = 0 genau dann, wenn a = b ist.

2. Der Unterraum U C Z3, der von u; = (1,0,1,1) und us = (0,1,1,0) erzeugt wird,
besteht aus den folgenden Codewdrtern:

Ouy + Oug = (0,0,0,0)  Ouy + lug = (0,1,1,0)
lug 4+ Ous = (1,0,1,1)  Tug + lus = (1,1,0,1).

Die Distanz dieses Codes ist 2.

Eine Erzeugermatrix fiir U ist A =

—= = O
O = = O

. .. C e . (1 0 0 1
Eine Prifmatrix fiir U ist B = <1 11 0).

158



Angenommen, man will k£ Bits tiber einen Kanal tibertragen. Rauschen auf dem Kanal kann jedes
iibertragene Bit mit einer bestimmten (kleinen) Wahrscheinlichkeit d&ndern. Wir wollen die k Bits so
codieren, dass der Empfinger eine korrekte Ubertragung von einer fehlerhaften unterscheiden kann,
solange in der Ubertragung weniger als d Fehler auftreten.

Man wihlt dazu einen Code U C Z% vom Rang k und mit Distanz d. Statt des Codeworts v € Z&
ibertragt man u = Av € ZY, wobei A eine Erzeugermatrix von U ist. Beim Empféanger kommt
ein Vektor @ € Z% an, den er sich vorstellt als eine Uberlagerung % = u + r des (ihm unbekannten)
korrekten Codeworts u € Z% und einem (ihm ebenfalls unbekannten) Bitvektor r € Z7, der dem Effekt
des Rauschens entspricht.

Wenn @ € U gilt, dann ist auch r = @ —u € U und w(r) > d oder r = 0, nach der Definiton der
Distanz von U. Wenn der Empfinger also ein Codewort 4 enthilt, dann ist entweder die Ubertragung
fehlerfrei gewesen oder es ist zu mindestens d Fehlern gekommen. Ob @ ein Codewort ist, kann der
Empfianger mit einer Priifmatrix B fiir U iiberpriifen: dies ist genau dann der Fall, wenn Bu = 0 gilt.

Beispiel. Betrachte den Code H C Z; mit

1 0 00

0100

0 010 1101001
A=]10 0 0 1], B=|1 011010

0111 0111100

1 011

1101

als Erzeuger- bzw. Priifmatrix. Dieser Code heifit Hamming-Code.

Die Lange ist n = 7, der Rang ist k = 4. Die Distanz ist nicht direkt offensichtlich, aber da
es nur 2¥ = 16 Codewérter gibt, kann man leicht alle auflisten und sich vergewissern, dass
d =3 ist.

Bei der Ubertragung zweier Codewdrter w1, uy durch einen verrauschten Kanal wurden die
beiden Worter @1 = (1,0,1,1,0,1,0) und ay = (1,1,0,1,1,1,0) empfangen.

Wegen Bty = (0,0,0) und Bty = (1,1,1) wurde das zweite nicht fehlerfrei iibertragen. Bei
der Ubertragung des ersten Worts gab es entweder keinen Fehler oder mehr als zwei.

Das zweite Wort enthélt ein oder mehrere falsche Bits. Wenn wir annehmen, dass nur ein Bit
verfalscht wurde, lidsst sich das korrekte Codewort us aus iy rekonstruieren. In diesem Fall
ist e = ug + ¢; fiir einen Einheitsvektor e;. Wir haben Bus = B(ug +¢;) = Bug + Be; = Be;.
Da Be; die i-te Spalte von B ist und Bug = (1,1, 1) gilt, muss i = 4 sein. Das gesendete Wort
war also entweder us = (1,1,0,0,1,1,0), oder es gab bei der Ubertragung mehr als einen
Fehler.

Lineare Codes kann man nicht nur zur Fehlerkorrektur sondern unter Umsténden auch zur Datenkom-
pression verwenden. Bei der Fehlerkorrektur gibt man, wie oben gezeigt, zu einem Vektor der Lange k
einige zusétzliche Bits hinzu, so dass ein Vektor der Lénge n > k entsteht. Die dabei entstehende
Redundanz erlaubt es, Riickschliisse auf die Ubertragungsfehler zu ziehen.

Bei der Datenkompression beginnt man mit einem Vektor v der Lange n. Wenn man die Information,
die in dem Vektor codiert ist, leicht verdndern darf (weil es sich zum Beispiel um Grauwerte eines
Bildes handelt, bei denen eine leichte Helligkeitsverinderung nicht wahrnehmbar ist), dann kann man
diesen Datenvektor v auffassen als ein eventuell fehlerbehaftetes Wort eines linearen Codes U vom
Rang k. Durch die ,,Korrektur® der Fehler findet man einen Vektor « € U mit minimaler Distanz zu v.
Dieser Vektor ist eine Zso-Linearkombination der k£ Basiselemente von U. Zur Codierung des Vektors u
geniigen also k Bits.
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Satz 72. Sei U C Z4 ein Code der Lange n mit Rang k und Distanz d. Dann gilt k+d < n+1.

Beweis. Wegen |Zs| = 2 und dim U = k gilt |U| = 2*.
Nach Definition der Distanz gilt w(u) > d fiir alle w € U \ {0}. Fiir je zwei verschiedene

Codeworter u,v € U gilt dann auch d(u,v) = w(u —v) > d. Wenn also u = (uq,...,uy)
und v = (vy,...,vy) ist, dann muss auch (ug,...,u,) # (vg,...,v,) gelten. Da es hochstens
2"=4+1 viele verschiedene Bitvektoren der Linge n — d + 1 gibt, muss also |U| < 2"~9*1 sein.
Daraus folgt 2k < 2”_d+1, und daraus k <n —d+ 1. m

Die Distanz d eines Codes sagt aus, wie viele Fehler auftreten diirfen, ohne dass dem Empfanger
die Fehlerhaftigkeit des empfangenen Wortes entgehen kann. Die Differenz n — k gibt an, wie viele
zusétzliche Bits der Code einsetzt, um diese Fehlererkennung zu gewihrleisten. In der Praxis mochte
man d moglichst gro und n (bzw. n—k) moglichst klein haben. Der obige Satz setzt diesem Zielkonflikt
eine Grenze.

Der Hamming-Code erreicht diese Grenze nicht: k+d =3+2 =5 < 8 =7+ 1 = n + 1. Tatséchlich
gibt es iiberhaupt keine (brauchbaren) Codes, fiir die k + d = n + 1 gilt, zumindest solange man iiber
dem Korper Zy arbeitet. Codes, die fiir Speichermedien oder in Mobilfunknetzen verwendet werden,
verwenden daher Kérper K mit z. B. 28 = 256 Elementen. Fiir solche Kérper kann man (brauchbare)
lineare Codes konstruieren, fiir die k+d = n+1 gilt. Ein Beispiel sind die sogenannten Reed-Solomon-
Codes, deren Erkldrung an dieser Stelle allerdings zu weit fithren wiirde.

24 Lineare Algebra in Maple, Mathematica und Sage

Mit Vektoren und Matrizen von Hand zu rechnen ist miihsam, zweitaufwendig, fehleranfillig — und
zum Gliick heute nicht mehr nétig. Es gibt eine ganze Reihe von Computerprogrammen, die diese
Arbeit bequem, schnell, und zuverldssig iibernehmen. Grob einteilen lassen sich diese Programme in
numerische und symbolische Software. Numerische Software ist auf den Fall spezialisiert, dass der
Grundkorper R oder C ist. In diesen Kérpern kann man im allgemeinen nur approximativ rechnen.
Das hat sowohl theoretische Griinde (eine reelle Zahl ist erst dann eindeutig festgelegt, wenn man
all ihre potentiell unendlich vielen Nachkommastellen kennt — die passen aber nicht in den endlichen
Speicher eines Computers) als auch praktische (wenn es sich um Messwerte einer physikalischen An-
wendung handelt, wird man von einer gewissen Messungenauigkeit ausgehen miissen). Wenn man mit
gerundeten Zahlen rechnet, stellt sich die Frage, wieviel Genauigkeit man durch die Rechnung ver-
liert, d. h. wie viele Nachkommastellen des Ergebnisses korrekt sind. Man kann sich dann auch fragen,
ob eine andere Rechnung, die mathematisch dquivalent ist, eventuell eine bessere Genauigkeit liefert.
Damit wollen wir uns hier nicht beschéftigen. Antworten auf Fragen dieser Art und einen Uberblick
iiber die entsprechenden Softwaresysteme bekommen Sie in den Lehrveranstaltungen des Instituts fiir
Numerik.

Symbolische Software ist auf die Fille spezialisiert, wo man die Elemente des Grundkorpers exakt
darstellen und ohne Genauigkeitsverlust mit ihnen rechnen kann. Das ist insbesondere der Fall fiir den
Korper der rationalen Zahlen und fiir endliche Korper, aber zum Beispiel auch fiir den Kérper Q(X) der
rationalen Funktionen iiber Q. Wir geben hier fiir drei solche Systeme einige Beispiele, wie man einfache
Rechnungen mit Vektoren und Matrizen in diesen Systemen durchfiihrt. Man darf sich vorstellen, dass
intern das gleiche passiert, was auch bei einer Handrechnung passieren wiirde, auch wenn das nicht
unbedingt der Fall ist. Was diese Systeme wirklich tun, werden wir am Ende des zweiten Semesters
besprechen. Mehr dazu erfahren Sie am Institut fiir Symbolisches Rechnen oder am Institut fiir Algebra.

Beispiel.

1. Maple. Die Funktionalitéit fiir das Rechnen mit Vektoren und Matrizen wird in Maple
in einem Paket LinearAlgebra zusammengefasst, das man zunéchst laden muss, wenn
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man Funktionen aus diesem Paket verwenden will. Danach hat man Funktionen zur
Verfiigung, mit denen man Vektoren und Matrizen erzeugen, auf deren Komponenten
zugreifen, sie addieren und multiplizieren und Gleichungssysteme 16sen kann. Es ist zu
beachten, dass Maple zwischen Zeilen und Spaltenvektoren unterscheidet.

with(LinearAlgebra) :
v := Vector([7, 4, —3]);

35
20
—15

v + Vector([1, 2, 3])

A = Matrix([[1, 2, 3], [4,5, 6], [7,8,9]])

N
ot
(@]

A[2,3]

Multiply (4, v)

8
26
44

Multiply (v, A)

Error, (in Multiply) cannot multiply a column Vector and a Matrix

vt := Transpose(v);

[7 —4 3]
Multiply (vt, A)
[12 18 24]
B := Matrix([[1,1,1],[1,2,3],[1,4,9]])
1 1 1
1 2 3
1 4 9
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Multiply (A4, B)

6 17 34
15 38 73
24 59 112
A’5
121824 149688 177552
275886 338985 402084
429948 528282 626616
B (1)
s 3 1
-3 4 -1
U
NullSpace(A)
[1
-2
|1
LinearSolve(B, v)
19
2
-2
_1
L2

Standardméfig werden Zahlen von Maple als rationale Zahlen interpretiert. Man kann
aber auch mit Vektoren und Matrizen {iber einem endlichen Koérper Z, mit p € Z prim
rechnen. Funktionen dafiir gibt es im Unterpaket LinearAlgebra/Modular.

Modular[Multiply](17, A, B)

6 0 O
15 4 5
|7 8 10]
Modular([Inverse| (17, B)
[3 6 9]
14 4 16
|1 7 9]

2. Mathematica. Vektoren sind in Mathematica einfach die Listen ihrer Koordinaten. Eine
Liste wird in Mathematica mit geschweiften Klammern geschrieben. Es handelt sich aber
wirklich um Listen, nicht um Mengen, d. h. Reihenfolge und Vielfachheit von Elementen
machen einen Unterschied. Vektoren kann man miteinander addieren oder mit einer
Konstanten multiplizieren.

In[1]:= {1, 2, 3} == {1, 2, 3, 3}
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outf1]= False

w2 {1,2,3} == {1,3,2}
out2]= False

mal=v = {7,4, —3}
out3= {7,4, —3}

4= Length[v]
outf]= 3

infs):= v[[2]]

out[s]= 4

miel:= 5{1, 2, 3}
outlel= {5,10,15}
mr={1,2,3} + v
out[7]= {8,6,0}

Matrizen werden in Mathematica als Listen von (Zeilen-)Vektoren dargestellt. Man
kann Matrizen miteinander addieren und multiplizieren, oder mit Zahlen oder Vektoren
multiplizieren. Auflerdem gibt es Funktionen zum Transponieren, Invertieren, und zum
Losen von Gleichungssystemen.

ne= A = {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}
outsl= {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}
niol= A[[2, 3]]
out[g]= 6
in10):= A.v
out[10)= {6, 30, 54}
1= v. A
out11)= {2, 10, 18}
if12:= Transpose[A]
ouizl= {{1,4,7},{2,5,8},{3,6,9}}
13— MatrixRank[A]
Out[13]= 2
inj14):= Nullspace[A]
ouial= {{1,—2,1}}
mis— B = {{1,1,1}, {1, 2,3}, {1,4,9}}
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oupsi= {{1,1,1},{1,2,3},{1,4,9}}

6= 2A — B
oupiel= {{1,3,5},{7,8,9},{13,12,9}}
7= A.B

o= {{6,17,34}, {15,38,73}, {24, 59, 112}}
inp8:= LinearSolve[B, v]

19 1
Out[18]= {?7 —2, _5}

o= B.% — v
outf19)= {0,0,0}
ini20):= Inverse[B]
51 31
wpoie {{3,—2, =), {=3,4, —1},{1, -2, =
Out[20] {{37 2a2}a{ 3) ) }7{ ) 272}}

Der Punkt beim Multiplizieren ist wesentlich: A.B bedeutet Matrix-Matrix oder Matrix-
Vektor-Multiplikation. Schreibt man A x B oder AB, so werden die Eintrige komponen-
tenweise miteinander multipliziert — oder es gibt eine Fehlermeldung, falls das Format
nicht passt. Vorsicht auch beim Potenzieren: Wenn man A% eingibt, nimmt Mathema-
tica alle Eintréage der Matrix einzeln hoch fiinf, aber nicht die gesamte Matrix im Sinn
der Matrixmultiplikation. Um das zu tun, verwendet man die Funktion MatrixPower

npl= Ax B==A.B

out21]= False

2= A5

oupz2l- {{1,32, 243}, {1024, 3125, 7776}, {16807, 32768, 59049} }

in23):= MatrixPower[A, 5]

oute3)= {{121824, 149688, 177552}, {275886, 338985, 402084}, {429948, 528282, 626616} }

StandardméfBig interpretiert Mathematica Zahlen als rationale Zahlen. Will man statt-
dessen in einem endlichen Kérper Z, mit p € Z prim rechnen, muss man den Modulus p
der jeweiligen Funktion als optionales Argument mitgeben.

in24):= Inverse[B, Modulus — 17]

outpal= {{3,6,9}, {14,4,16},{1,7,9}}

ini2s)= LinearSolve[B, v, Modulus — 17]
outi2s)= {1,15, 8}

neel= B.% — v

oups= {17, 51,136}

in271:= Mod[%, 17]
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outri= {0,0,0}

3. Sage. Dieses System basiert auf der Programmiersprache Python. Korrekter Python-
Code ist (fast) immer auch korrekter Sage-Code. Dariiber hinaus hat Sage einige Sprach-
konstrukte, mit denen man mathematische Objekte beschreiben kann. Jedes solche Sage-
Objekt ist entweder ein ,,Parent“ — dabei handelt es sich zum Beispiel um Gruppen,
Ringe, Korper, Vektorrdume — oder ein ,Element“ — das sind Objekte, die zu einem
Parent gehoren.

’ 2.parent() ‘

Integer Ring

|(1/3).parent() |
Rational Field

’ v = vector(QQ, [7, 4, —3]) ‘

v |

(7,4,-3)

’ v.parent() ‘

Vector space of dimension 3 over Rational Field

[0[0] |

7
] A = matrix(QQ, [[1,2, 3], 4,5, 6],[7,8,9]]) \

]B = matrix(QQ, [1, 1, 1], [1, 2, 3], [1, 4, 9]]) \

’ A.parent() ‘

Full MatrixSpace of 3 by 3 dense matrices over Rational Field

’A[l,?] ‘
(v A |

(2,10,18)

[Axw |

(6,30,54)

2«A-B |

s

’ A.transpose()

3
8
2

w =
—
© © ot
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1 47
2 5 8
3 6 9

’ A.right_kernel() ‘

Vector space of degree 3 and dimension 1 over Rational Field
Basis matrix:

(1 -2 1)
’ A.rank() ‘
2
’ AxB ‘
6 17 34
15 38 73
24 59 112
A5

121824 149688 177552
275886 338985 402084
429948 528282 626616

| B(-1)
3 —5/2 1/2
-3 4 -1
1 —=3/2 1/2

’ B.solve_right(v)

(19/2,-2,-1/2)

Um iiber einem endlichen Korper zu rechnen, muss man bei der Erzeugung der Vektoren
und Matrizen GF(p) fiir Z,, (p € Z prim) statt QQ fiir Q angeben. Die Kommandos fiir
die Rechnungen selbst d&ndern sich nicht.

] v = vector(GF(17), [7,4, —3]) ‘

| A = matrix(GF(17), [[1,2,3], 4,5, 6], [7,8, 9])) |

A |

(6,13,3)

’ A.right_kernel() ‘

Vector space of degree 3 and dimension 1 over Finite Field of size 17
Basis matrix:
(115 1)

Systeme wie Maple, Mathematica und Sage stellen tausende mathematische Funktionen bereit. Allein
die Funktionen, die etwas mit linearer Algebra zu tun haben, sind zu zahlreich, um sie alle hier zu
erwéahnen. Einen vollstdndigen Uberblick finden Sie in den Dokumentationen dieser Systeme.
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Teil V

Eigenwerte
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25 Polynome

Zur Erinnerung: Ist K ein Korper, so bezeichnet man mit K[X] den Ring aller Polynome mit Koeffi-
zienten in K. Jedes Polynom hat die Form p = pg + p1 X + - - - 4+ pgX? fiir gewisse po, . .., pq € K. Ist
pa # 0, so ist deg(p) := d der Grad des Polynoms. Fiir das Nullpolynom definiert man deg(0) = —oo.
Man nennt [X¢]p := p; den i-ten Koeffizienten von p und insbesondere lc(p) := pg den Leitkoeffizienten
(engl. leading coefficient) von p.

Satz 73. Seien a,b € K[X] mit b # 0. Dann gibt es genau ein Paar (¢,7) € K[X]? mit
a = gb+r und deg(r) < deg(b).

Beweis. Existenz: Zuniichst ist klar, dass es Paare (¢,7) € K[X]? mit a = gb + r gibt, z. B.
(g,7) = (0,a). Betrachte von all diesen Paaren ein Paar (q,r), fiir das deg(r) minimal ist.
Wiire deg(r) > deg(b), so wire (¢/,7’) mit

r=r— le(r)
le(b)

degr—deg bb, o + IC(T) xdeg r—degb

N le(b)

ein Paar mit ¢’,7 € K[X] und a = ¢'b + ' und deg(r’) < deg(r), im Widerspruch zur
angenommenen Minimalitdt von deg(r).

Eindeutigkeit: Seien (q,7),(¢,r") € K[X]? zwei Paare mit a = ¢b + 7 = ¢'b + r’ und
deg(r), deg(r’) < deg(b). Dann gilt (¢ — ¢')b =1" —r. Wire ¢ — ¢’ # 0, so wiire (¢ — ¢ )b # 0
und deg(q — ¢')b > deg b, wihrend deg(r’ — ) < max{deg(r),deg(r’)} < deg(b). Da das nicht
sein kann, muss ¢ — ¢’ = 0, d.h. ¢ = ¢/ gelten. Dann aber folgt 0 =7’ —r und alsor =1'. =

Beispiel. Die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes ldsst sich als Rechenvorschrift zur Be-
rechnung des Paars (g, ) fiir ein gegebenes Paar (a,b) € K[X]? interpretieren. Man bezeichnet
diesen Prozess als Polynomendivision. Fiir a = 3X* —4X? +8X —1und b = X? + X +2
erhilt man zum Beispiel

a b
3XP 40X — 4X%+ 8X — 1= (X? 4+ X +2)(3X?-3X —7) + (21X + 13)
3X*+3x% + 6x? b he

—-3X%-10X%+ 8X — 1
—3X%— 3X%’- 6X

TX? 414X — 1

TX2— 7X -14

21X + 13

Bei der Berechnung arbeitet man sich in absteigender Reihenfolge durch die Koeffizienten
von a. Zunichst teilt man den héchsten Term 3X* von a durch den héchsten Term X2 von b.
Das Ergebnis 3X*/X? = 3X? ist der hochste Term von ¢g. Nachdem man diesen Term notiert
hat, schreibt man das Produkt dieses Terms mit b unter a; in diesem Fall 3X* + 3X3 + 6X2.
Dann zieht man dieses Polynom von a ab und erhilt —3X? —10X2 +8X — 1. Dessen hochsten
Term —3X?3 teilt man durch den héchsten Term X2 von b, um den nichsten Term von g zu
erhalten, das ist in unserem Fall —3X. Das Verfahren ldsst sich fortsetzen, bis eine Differenz
entsteht, deren Grad kleiner ist als deg(b). Diese Differenz ist dann 7.
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Definition 49. Seien a,b € K[X], b # 0.

1. Essei (q,7) € K[X]? das Paar aus Satz 73. Dann heilen quo(a, b) := ¢ und rem(a, b) := r
der Quotient und der Rest (engl. remainder) der Division von a durch b.

2. b heiit Teiler (engl. divisor) oder Faktor von a, falls rem(a,b) = 0. In diesem Fall
schreibt man b | a, anderenfalls b { a. Ist e € N so, dass b° | a und 6T ¢ a, so heifit e
die Vielfachheit (engl. multiplicity) des Teilers b von a.

3. Ist b= X — a fiir ein o € K und gilt b | a, so heifit « eine Nullstelle (engl. root) von a.
Die Vielfachheit der Nullstelle « ist die Vielfachheit des Faktors X — a.

Beispiel.

1. Es gilt quo(3X* —4X%2+8X — 1, X2+ X +2) =3X? - 3X — 7 und rem(3X* — 4X2 +
8X — 1, X%+ X +2) = 21X + 13. Da der Rest nicht Null ist, gilt also X? + X + 2 {
3X% —4X? +8X — 1.

2. Fiir ein beliebiges Polynom a = a9 + a1 X + -+ + a, X" und « € K gilt
rem(a, X" + n X" P+ 4ag, X — a) = apa” + ap_10" L+ ag.
Dass a € K eine Nullstelle von a ist, heifit also, dass die zu a gehérende Polynomfunktion
K=K, 2z anz"+an_12" 4+ ag
an der Stelle o den Wert 0 hat.

3. a= (X —2)4X —3)%(X +5) hat die drei Nullstellen 2,3, —5. Die Nullstelle 2 hat die
Vielfachheit 4, die Nullstelle 3 hat die Vielfachheit 2 (,,3 ist eine doppelte Nullstelle®),
und die Nullstelle —5 hat die Vielfachheit 1 (,—5 ist eine einfache Nullstelle®).

4. Ob ein Polynom Nullstellen hat, hangt im allgemeinen davon ab, welchen Kérper man
zugrunde legt. Zum Beispiel hat a = X2 — 2 als Element von Q[X] keine Nullstellen,
aber als Element von R[X] schon (n&mlich v/2 und —v/2).

5. Teilbarkeit ist eine transitive Relation auf K[X]\{0}, d.h. aus u | v und v | w folgt u | w.
Fiir zwei Polynome u,v € K[X] \ {0} gilt sowohl u | v als auch v | v genau dann, wenn
es ein o € K\ {0} gibt mit u = aw. (Beweis: Ubung.) Man sagt dann, die Polynome u, v
sind (zueinander) assoziiert. Jedes Polynom a € K[X] \ {0} hat nur endlich viele nicht
zueinander assoziierte Teiler. Anders ausgedriickt: Assoziiertheit ist eine Aquivalenzre-
lation auf K[X], und die Teilermenge jedes Polynoms ist die Vereinigung endlich vieler
Aquivalenzklassen. Je ein Element der Teilerklassen von a = (X — 5)3(X — 8)2 ist im
folgenden Diagramm dargestellt:
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(X—5)3(X -8)2
/ N
(X—=5)3(X—-8) (X-5)%(X-8)2
/ N / N

(X—5)? (X-5)*(X—-8)  (X—5)(X—8)°
N / . e N
(X—5)2 (X—5)(X—8) (X—-8)2

~ 7 7
X5 X8
\ 1 /

Fiir fixes p € K[X] \ {0} ist die Abbildung R: K[X] — K[X] mit R(u) := rem(u,p) ein Vektorraum-
homomorphismus, d.h. es gilt R(au + fv) = aR(u) + SR(v) fiir alle a, 8 € K und u,v € K[X]. Es
gilt

ker R =pK[X] ={u e K[X]:p|u}.

Eine Basis des Quotientenraums K[X]/pK[X] ist {[1]~, [X]~,..., [X @)1}
Der Vektorraum K[X|/pK[X] wird mit den Verkniipfungen

[ulw + ol = [ut0]es Ul - [o]e = [u]s

zu einem Ring. Diese Definitionen sind reprisentantenunabhéngig, denn wenn z.B. u ~ v/ und v ~ v’
gilt, so gilt uv ~ uv + (v — w)v = v'v ~ v+ ' (v —v) = V.

Man beachte die Ahnlichkeit zur Konstruktion endlicher Ringe Z,,. In der Tat lisst sich vieles, was
in diesem Abschnitt iiber den Ring K[X] gesagt wird, in &hnlicher Weise fiir den Ring Z formulieren.
Dem Grad eines Polynoms entspricht in Z der Absolutbetrag. So gilt zum Beispiel, dass es zu jeder
Wahl von a,b € Z mit b # 0 genau ein Paar (¢,r) € Z? gibt mit a = bg + r und |r| < |b|. Der Begriff
der Nullstelle eines Polynoms hat dagegen fiir ganze Zahlen keine Entsprechung.

Definition 50. Seien p,q, g € K[X].

1. g heifit ein gemeinsamer Teiler (engl. common divisor) von p und g, falls es u, v € K[ X]
gibt mit gu = p und gv = gq.

2. g heiit ein griofiter gemeinsamer Teiler (engl. greatest common divisor) von p und g,
falls g ein gemeinsamer Teiler von p und ¢ ist und fiir jeden anderen gemeinsamen Teiler
g von pund ¢ gilt g | g.

Beispiel. X — 8 ist ein gemeinsamer Teiler von (X — 5)3(X — 8)2 und (X — 5)(X — 8)*. Es
ist aber kein gréiter gemeinsamer Teiler. Ein grofiter gemeinsamer Teiler ist (X —5)(X —8)2.
Ein anderer grofiter gemeinsamer Teiler ist 23(X — 5)(X — 8)2.
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(X—5)3(X—8)? (X—5)(X—8)*

e N e N
(X-5)3(X—-8) (X-5)%(X-8)? (X-5)(X-8)3 (X—8)4
e N e N e N e
(X—5)3 (X—5)%(X—8) (X—5)(X—8)? (X—8)3
N e . e N e
(X—5)? (X—5)(X—-8) (X—8)2

~ 7 N 7
X5 X8
\ 1 /

Satz 74. Seien p,q € K[X]. Dann gilt:

1. Es gibt einen gréfiten gemeinsamen Teiler g von p und gq.

2. Zu je zwei groBiten gemeinsamen Teilern g, g von p und ¢ gibt es ein o € K\ {0} mit
g =ag.

Beweis.

1. Fiir Polynome a,b € K[X] bezeichne T'(a,b) die Menge aller gemeinsamen Teiler von a
und b, d.h. T'(a,b) = {u € K[X]\ {0} : u| a,u | b}. Wir zeigen, dass T'(p, q) beziiglich
der Relation | ein maximales Element hat (und insbesondere nicht leer ist).

Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir je drei Polynome a, b, v € K[X] gilt T'(a,b) = T'(b,a)
und 7T'(a,b) = T'(a, b+ua). AuBerdem ist leicht einzusehen, dass a ein maximales Element
von T'(a,0) ist.

Aus den ersten beiden Beobachtungen folgt, dass T'(p,q) = T'(q,rem(p,q)) gilt. Defi-
niert man r = rem(p, q), v’ = rem(q,r), " = rem(r,r’), ..., so gilt deg(r) > deg(r’) >
deg(r”) > ---. Da die Grade von Polynomen natiirliche Zahlen sind, muss diese Folge
irgendwann abbrechen. Das kann sie nur, indem nach endlich vielen Schritten das Null-
polynom auftaucht, denn fiir jedes andere Polynom liefle sich die Folge nach Satz 73
durch einen weiteren Divisionsschritt fortsetzen.

Ist »*) das letzte von Null verschiedene Polynom der Folge, so gilt also T(p,q) =
T(r®,0). Damit ist 7*) ein maximales Element von T'(p, q).

2. Sind g, g zwei grofite gemeinsame Teiler, so gilt g | § und g | g. Also gibt es Polynome
u, @ € K[X] mit ¢ = ga und § = gu. Ist g = 0, so ist auch g = 0 und wir kénnen o = 1
wihlen. Wenn g # 0 ist, folgt u # 0 und @ # 0, also deg(u),deg(@) > 0. AuBerdem gilt
dann deg(g) > 0 und damit wegen g = gut auch deg(g) = deg(g) +deg(u) +deg(a), also
deg(u)+deg(@) = 0. Diese Summe kann nur dann Null sein, wenn deg(u) = deg(a) = 0
ist, und dies ist gleichbedeutend mit u,w € K\ {0}. Wir kénnen also o = 4 wéhlen.
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Beispiel. Der Algorithmus im Beweis von Teil 1 heif3t euklidischer Algorithmus. Fiir

p=X%—3X54+3X%-11X34+14X%2-23X -3
g=X3>—-X?-3X-9

erhilt man

r =rem(p,q) = 4X? + X — 39
113 339
/
= P 7X _——
r’ =rem(q,T) 16 16
7" = rem(r,7") = 0.

Alsoist v’ = %X — % ein grofiter gemeisamer Teiler von p und q. Da der grofite gemeinsame
Teiler nur bis auf Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Korperelement bestimmt
ist, kann man mit % multiplizieren und erhélt, dass X — 3 ein grofiter gemeinsamer Teiler
von p und q ist.

Man kann iibrigens jedes der Polynome r,7’,r” vor dem Weiterrechnen mit einem Element
von K\ {0} multiplizieren, ohne die Korrektheit des Algorithmus zu beeintréchtigen. Im Fall
K = Q ist das auch dringend empfohlen, weil sonst im Laufe der Rechnung sehr schnell
sehr lange Briiche auftreten, die keine besondere Bedeutung haben und nur die Rechnung
verlangsamen.

Definition 51.
1. Ein Polynom p € K[X] \ {0} heiit normiert (engl. monic), falls lc(p) = 1 gilt.

2. Fiir p, g € K[X] mit p # 0 oder ¢ # 0 sei ged(p, ¢) der grofite gemeisame Teiler g von p
und ¢ mit le(g) = 1. Im Fall p = ¢ = 0 definiert man ged(0,0) = 0.

3. Zwei Polynome p, g € K[X] heiflen teilerfremd (engl. coprime), falls ged(p, q) =1 ist.

Der Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers ldsst sich analog fiir Z statt K[X] formulieren. Insbeson-
dere tibertragen sich Satz 74 und der euklidische Algorithmus. Es gibt aber zwischen dem ged in K[X]
und dem in Z ansonsten keinen direkten Zusammenhang, sondern es handelt sich nur um eine analoge
Begriffsbildung. Insbesondere gilt im allgemeinen nicht, dass fiir Polynome p,q € Z[X] C Q[X] die
Polynomfunktion von ged(p, q) ausgewertet an n = 1,2,3,... gerade die grofiten gemeinsamen Teiler
von p(n) und g(n) in Z liefert. Fiir p = X 4+ 3 und ¢ = 2X — 1 gilt zum Beispiel ged(p, q) = 1 in Q[X],
aber ged(p(4),q(4)) = ged(7,7) =7 in Z.

Satz 75. Fiir alle a,b € K[X] existieren u,v € K[X] mit ged(a,b) = ua + vb.

Beweis. Im Fall a = 0 oder b = 0 ist die Aussage trivial. Betrachte also den Fall a # 0 # b.
Nach dem euklidischen Algorithmus (im Beweis von Satz 74) taucht gcd(a,b) in der Folge
ro =a, r; = b, ry = rem(ry_9,7x—1) (k > 2) auf. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir jedes k
Polynome uy, v € K[X] mit rp = ura + vib existieren.

Induktion nach k.

Induktionsanfang: Fiir £k = 0 und k = 1 kénnen wir ug = 1, vg = 0, u; = 0, v; = 1 wiéhlen.
Induktionsschritt £ — 2,k — 1 — k. Nach Annahme gibt es ug_9, Vg2, ug—1,vx—1 € K[X] mit
Th_9 = Up_20 + Vp_ob und 71 = ur_1a + vp_1b. Nach Definition gilt

rp = rem(rg_o, Tk_1)
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= Tk—2 — qUO(Tk—2, Th—1)Tk—1

(Uk—2a + vg_2b) — quo(rk_2, TK—1)(Up—10 + Vy—_1D)

= (up—2 — quO(ry—2, Th—1)uk—1) @ + (vk—2 — quO(r_2, 7b—1)vk—1) b,

wie gefordert.

€K[X]

€K[X]

Algorithmus 6. (Erweiterter euklidischer Algorithmus)

Eingabe: a,b € K[X]

Ausgabe: g,u,v € K[X] so dass g = ged(p, q) und g = ua + vb

1  wenna=20=0, dann

solange ' # 0

q = quo(r,1’)

N e G N

gib g = u = v = 0 zuriick.

(ryu,v, 7’ v’ ;0" = (a,1,0,b,0,1)

/ !/ N / / / / / /
(r,u,v,r,u,v)—(T,u,v,r—qr,u—qu,v—qv)

gib r/lc(r),u/lc(r),v/lc(r) zuriick.

Beispiel. Betrachte a = 3X3 +4X2%2 — X +2,b= X? 42X + 3 € Q[X]. Aus der Rechnung

folgt

bzw. nach Normierung

1 1
ged(a,b) =1 = g(—XJr§)a+3(——X2— X +

67 \6 9

kg = QUO(Tk_Q, Tk—l) Tk =Tk—2 —qgTk—1 | Uk = Ug—2 — qrpUk—1 | Vg = Vg2 — qkUk—1
0 —~ 3X34+4X% - X +2 1 0

1 - X242X +3 0 1

2 3X -2 —6X +8 1 —3X +2

3| iX-3 T S S
4 2 (—6X +8) 0 - -

=u

Definition 52. Seip € K[X]\ {0}.

1. p heiBit prim (engl. prime), falls gilt: V a,b € K[X] :p|ab=p|aVp]|b.

2. p heiit irreduzibel (engl. irreducible), falls gilt: ¥V a,b € K[X]:p=ab=a € KVbeK.
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Beispiel.

1. Alle Polynome vom Grad 1 sind irreduzibel. Solche Polynome nennt man auch , linear*,

obwohl die zugehotrigen Polynomfunktionen im allgemeinen nicht linear im Sinn von
Def. 34 sind.

2. X% -2 € Q[X] ist irreduzibel, aber X? — 2 € R[X] ist nicht irreduzibel, da X? — 2 =
(X —V2)(X 4+ v2) und X — 2, X + 2 € R[X].

3. X2 +1 ist irreduzibel als Polynom in Q[X] und R[X], aber nicht als Polynom in C[X],
da X2 +1=(X+1i)(X —i).

4. X? — 2 ist irreduzibel in Zs[X], denn gibe es a,b € Zs mit X2 -2 = (X +a)(X +b) =
X2 4 (a+b)X +ab, so miisste a +b =0 und ab = —2 , also @ = —b und b?> = 2 sein. Es
gilt aber 02 =0, 12 =1, 22 =4, 32 = 4, 4> = 1 in Zs, und weitere Moglichkeiten fiir b
gibt es nicht.

Jedoch ist X2 —2 nicht irreduzibel als Element von Z7[X], denn hier gilt (X +3)(X+4) =
X2+ (B3+4)X+12=X2+0X +(-2)=X2-2.

Satz 76. Seip € K[X]\ {0}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. p ist prim.
2. p ist irreduzibel.

3. Der Ring K[X]/pK[X] ist ein Korper.

Beweis.

(1)=-(2). Seien u,v € K[X] mit p = uv. Zu zeigen: u € K oder v € K.

Mit p = uv gilt insbesondere p | uv. Nach Voraussetzung gilt p | v oder p | v, damit
deg(u) > deg(p) oder deg(v) > deg(p). Wegen deg(p) = deg(u) + deg(v) muss gelten
deg(p) = deg(u) (und dann deg(v) = 0, also v € K) oder deg(p) = deg(v) (und dann
deg(u) =0, also u € K). ]

(2)=(3). Zu zeigen: Fiir jedes u € K[X]/pK[X]\{0} existiert ein v € K[X]/pK[X] mit uv = 1.
Sei u € K[X] beliebig mit p 1 u. Dann gilt zunéchst ged(u, p) = 1, denn wére ged(u, p) =

ﬁp, so wire p | u, was ausgeschlossen ist, und wire 0 < deg(ged(u,p)) < deg(p), so

lc
wire ged(u,p) ein echter Teiler von p, im Widerspruch zur Irreduzibilitit von p. Es

bleibt also nur deg(ged(u,p)) = 0 und also ged(u,p) = 1.
Nach Satz 75 gibt es nun v, s € K[X] mit 1 = vu + sp, d.h. 1 ~, uv.

(3)=(1). Nach Satz 12 gilt in jedem Koérper K die Formel Va,b € K : ab=0=a=0Vb=0.
Daraus folgt die Behauptung.
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Beispiel.

1. p= X2 — 2 ist irreduzibel in Q[X]. Betrachte die Kérper K; = Q[X]/pQ[X] und Ky =
Q(v2) = {a+bv2:a,b € Q} C R. Diese beiden Korper sind auch Q-Vektorrdume. Eine
Basis von Kj ist {[1], [X]~} und eine Basis von K ist {1,1/2}. Die beiden Vektorriume
sind isomorph, ein Isomorphismus ist h: Ky — Kg mit h([1]~) = 1 und h([X].) = V2.
Dieser Vektorraum-Homomorphismus ist auch mit der Multiplikation vertréglich, d. h. es
gilt h(ab) = h(a)h(b) fiir alle a,b € K;. Es sind also K; und Ky nicht nur als Vektorrdume
sondern auch als Kérper isomorph, und im Kérper K; spielt das Element [X].. die Rolle,
die v/2 in Ky spielt. Insbesondere gilt [X]? = [X?]. = [X? — (X2 = 2)]~ = [2]~.

Im gleichen Sinn sind R[X]/(X? + 1)R[X] und C im wesentlichen die gleichen Kérper.

2. Jedes lineare Polynom aX — b € K[X] mit a # 0 ist irreduzibel, aber die zugehorigen
Korper K[X]/(aX — b)K[X] sind nicht besonders interessant. Sie sind isomorph zum
urspriinglichen Korper K.

3. Das Polynom p = X* +3X +4 ist in Zs[X] irreduzibel. Der Korper K = Z5[X]/pZ5[X]
hat als Zs-Vektorraum die Basis {[1]~, [X]~, [X?]~, [X?3]~}, ist als solcher also isomorph
zZu Zg. Also ist K ein endlicher Koérper mit 5% = 625 Elementen. Beachten Sie, dass dieser
Korper etwas anderes ist als Zgos. Da 625 keine Primzahl ist, ist Zgos gar kein Korper.

Satz 77. Fir jedes p € K[X]\ {0} gibt es ein ¢ € K\ {0} und normierte, irreduzible,
paarweise verschiedene pi, ..., pn, € K[X] sowie e1,..., e, € N\ {0} mit

p: Cpil pigﬂ
Die Menge {(p1,€1),- -, (Pm,em)} und das Element c sind eindeutig durch p bestimmt.

Beweis. Mit der Wahl von ¢ = lc(p) kann man 0.B.d.A. annehmen lc(p) = 1.
Existenz: Induktion nach deg(p).

Induktionsanfang: Ist deg(p) = 1, so ist p = 1p! bereits irreduzibel.
Induktionsvoraussetzung: Der Satz gilt fiir alle Polynome p mit deg(p) < n.

Induktionsschluss: Sei p € K[X] mit deg(p) = n. Ist p irreduzibel, so ist p = 1p' eine Dar-
stellung der gewiinschten Form. Ist p nicht irreduzibel, so gibt es nach Def. 52 eine Zerlegung
p = wv mit u,v € K[X]\K, d. h. mit deg(u),deg(v) > 0, d. h. mit deg(u), deg(v) < deg(p) = n.
Nach Induktionsvorraussetzung haben u und v Zerlegungen der gewiinschten Form. Deren
Produkt ist eine Zerlegung von p.

Eindeutigkeit: Es seien p = p{* - - - pSm = ﬁfl e ﬁf{” zweil Zerlegungen von p. Da die p; irredu-
zibel sind, muss es nach Satz 76 zu jedem i € {1,...,m} ein j € {1,...,m} geben mit p; | p;.
Da aber auch die p; irreduzibel sind und sowohl die p; als auch die p; normiert sind, muss
gelten p; = p;. Daraus folgt {p1,...,pm} C {P1,...,Pm}, und aus Symmetriegriinden sogar

die Gleichheit dieser Mengen.

Da fiir jedes Polynom u offenbar genau ein e € N existiert mit «® | p und u®*! § p, und
da die p; und die p; als paarweise verschieden angenommen sind, sind auch die Exponenten
eindeutig bestimmt. [
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Definition 53. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen (engl. algebraically closed),
falls fiir jedes irreduzible Polynom p € K[X] gilt deg(p) < 1.

Beispiel.
1. Q und R und endliche Korper sind nicht algebraisch abgeschlossen.

2. Man kann zeigen, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Das ist der Fundamentalsatz der
Algebra. Es gilt also: jedes p € C[X] ldsst sich schreiben als

p=c(X =) (X — )

fiir gewisse eq,...,e, € N\ {0} und ¢, &,...,&, € C.
Anders gesagt: Jedes Polynom in C[X]\ C hat mindestens eine Nullstelle in C. Die
entsprechende Aussage mit R anstelle von C ist falsch.

Man verwendet auch die Sprechweise ,,jedes Polynom p € C[x] zerféllt in Linearfakto-

ren“.

3. Man erhilt als Folgerung aus dem Fundamentalsatz der Algebra auch eine Charakteri-
sierung der irreduziblen Polynome in R[X]. Es zeigt sich, dass dies genau die Polynome
vom Grad 1 sowie die Polynome vom Grad 2 sind, die keine reelle Nullstelle haben. Letz-
tere sind bekanntlich die Polynome p = pg + p1.X + p2 X2 mit py # 0 und 4pops > p%.

Um das zu sehen, verwendet man die Konjugation komplexer Zahlen: fiir z = z4+iy € C
mit x,y € R definiert man z = x — iy. Man rechnet leicht nach, dass dann z; + 2o =
Z1 + Zo und Z1z3 = Z1 2o fiir alle 21, 20 € C gilt, sowie z = Z <= z € R fiir alle z € C.

Fiir Polynome p € R[X] C C[X] folgt daraus p(Z) = p(z) fiir jedes z € C. Insbesondere
gilt also: Wenn z € C eine Nullstelle von p ist, dann auch Z.

Ein Polynom p € R[X] kann also reelle und nicht-reelle komplexe Nullstellen haben, aber
die nicht-reellen Nullstellen treten immer als Paare zueinander konjugierter Zahlen z, z
auf. Aufgefasst als Element von C[X] lésst sich p also faktorisieren in der Form

p=c(X = &) (X = &)™ (X = Q)NX = )7 (X = G) ™ (X = Ga)

fiir gewisse &1,...,&n € Rund (i,...,(, € C\Rund ey,...,em,€1,...,6, € N\ {0}.

Fasst man schlieflich die jeweils zueinander gehérenden Faktoren (X —¢)(X —() zusam-
men, so erhélt man X2 — (¢ +¢)X +¢C. Das ist ein Polynom in R[X], denn ist ¢ = u+iv
fiir reelle u, v, so sind ¢ + ¢ = (u + iv) + (v — ) = 2u und ¢ = (u + w)(u — ) =
u® — i?v? = u? 4+ v? beide reell.

Damit ist gezeigt, dass R zwar nicht algebraisch abgeschlossen ist, dass sich aber jedes
p € R[X] schreiben lésst als ein Produkt von Polynomen in R[X] vom Grad hochstens 2.

4. Die irreduziblen Polynome in Q[X] lassen sich nicht so leicht charakterisieren. Man
kann aber zeigen, dass es fiir jedes n € N\ {0} ein irreduzibles Polynom p € Q[X] vom
Grad n gibt. Zum Beispiel ist X™ — 5 fiir jedes n € N\ {0} irreduzibel als Element
von Q[X]. Zur Berechnung der Zerlegung eines gegebenen Polynoms p € Q[X] in ir-
reduzible Faktoren gibt es Algorithmen. Wie diese funktionieren, wird in Vorlesungen
iitber Computeralgebra erklért.
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Eine Zahl z € C heifit algebraisch, falls es ein Polynom p € Q[X] \ {0} gibt, so dass z
eine Nullstelle von p ist (wobei p als Polynom in C[X] aufgefasst wird). Zahlen, die nicht
algebraisch sind, nennt man transzendent. Zum Beispiel sind v/2 und i (offensichtlich)
algebraisch und 7 und e sind transzendent (das ist nicht offensichtlich!). Die Menge
Q C C aller algebraischen Zahlen ist also eine echte Teilmenge von C. Man kann zeigen,
dass diese Teilmenge einen algebraisch abgeschlossenen Korper bildet.

C
g

R
Q
/
Q

In einem bestimmten Sinn ist Q der kleinste algebraisch abgeschlossene Korper, der
Q enthélt, und C ist der kleinste algebraisch abgeschlossene Koérper, der R enthélt.
In weiterfiihrenden Vorlesungen iiber Algebra werden Sie erfahren, dass es zu jedem
Korper K einen solchen kleinstmoglichen algebraisch abgeschlossenen Koérper K gibt,
der K enthélt, und dass dieser im wesentlichen eindeutig durch K bestimmt ist. Man
nennt K den algebraischen Abschluss (engl. algebraic closure) von K.

26 Diagonalisierbarkeit

Definition 54. Sei V ein K-Vektorraum, h € End(V) und A € K.

1. v € V heifit Figenvektor (engl. eigenvector) von h zu A, falls h(v) = Av gilt.

2. X heifit Figenwert (engl. eigenvalue) von h, falls es einen von 0 verschiedenen Eigenvek-
tor zu A gibt.

Im Fall V= K" und h: V — V, h(v) = Av fiir eine Matrix A € K™ spricht man auch
von den Eigenvektoren bzw. Eigenwerten von A und meint damit die Eigenvektoren bzw.
Eigenwerte von h.

Beispiel.

1. v = 0 ist Eigenvektor zu jedem A € K, denn es gilt h(0) = A0 = 0. Ist v # 0, so kann
v nicht Eigenvektor fiir zwei verschiedene Aj, A2 € K sein, denn aus h(v) = A\jv und
h(v) = Agv folgt Adjv = Agu, also (A1 — Ag)v = 0 und daraus wegen Teil 4 von Satz 36
A1 = Ao.

2. 0 € K ist genau dann ein Eigenwert von h, wenn ker h # {0} ist. Die Vektoren in ker h
sind genau die Eigenvektoren zu A = 0, denn es gilt ja v € kerh <= h(v) =0 = Ov.
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A

A2
3. Ist A = ) € K™ eine Diagonalmatrix, so sind offenbar A1,..., A\,

An
Eigenwerte von A und die Einheitsvektoren e; sind Eigenvektoren zu \;: Fiir jedes i gilt
Aei = )\iei.

31 _31) € R%2*2_ Diese Matrix hat zwei Eigenwerte, ndmlich 2 und 4.

. Betrachte A = <

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist vy = G)

G060

FEin Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist vq = ( 11):

G () =)

Die Matrix A transformiert die Ebene R?, indem sie in Richtung G) ein Streckung um
den Faktor 2 und in Richtung (_11) eine Streckung um den Faktor 4 bewirkt:

4’1)4

Wiéhrend die Standardkoordinatenrichtungen e; und es von A auf andere Richtungen
abgebildet werden, zeigen ve und v4 nach Anwendung von A immer noch in die gleiche
Richtung wie vorher.

10
11

FEigenvektor ist v; = (?)

. Die Matrix A = ( ) hat nur einen Eigenwert, ndmlich A\ = 1. Ein zugehoriger
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In diesem Fall wird jeder Vektor v € R?\ (v1) von A auf einen Vektor abgebildet, der
in eine andere Richtung als v zeigt.

6. Sei V= C*°(R,R) der R-Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
und h: V — V', h(f) = f’ der Ableitungsoperator. Dann ist jedes A € R ein Eigenwert

von h, und ein zu \ passender Eigenvektor ist die Funktion f: R — R, f(x) = e, denn
fir diese gilt ja f'(x) = A f(x).

Satz 78. Sei A € K™"*",

1. Sei A € K und sei B\ = {v € K" : Av = v} die Menge aller Eigenvektoren von A
zu A. Dann gilt: E\ = ker(A — AI,,). Insbesondere bildet die Menge aller Eigenvektoren
zu einem fixen A € K stets einen Untervektorraum von K".

2. (Ergénzung zum Satz 27) A ist genau dann invertierbar, wenn 0 kein Eigenwert von A
ist.

3. Ist A invertierbar, so ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn 1/ ein Eigenwert
von A~ ist.

Beweis.

1. Fiir alle v € K™ gilt

VEEN <= Av=XM <= Av—- =0 <= (A—-A,)v=0 < v € ker(4A—\I,).

2. Folgt aus Teil 1 und Satz 27.
3. Fiir alle v € K" gilt

Av=Xv <= v=A"w <= v=X MW <= Y v=A4A"1v = A v=1". =
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Beispiel. Betrachte A = <_31 _31> € Q?x2,

1. Fir A = 2 haben wir

und daher Ey = <(j))

2. Fir A = 4 haben wir

aman= (T3 1) L0 e (5 o)
und daher Ey = (())).

3. XA = 3 ist kein Eigenwert von A, denn wegen

0o -1 | - (=1) 1 0
A—-31 = : >
2 <—1 0) |- (=1) 0 1
haben wir E3 = {0}.
Die Eigenwerte von A € K™*™ sind nach Satz 78 genau jene A € K, fiir die ker(AI,, — A) nicht {0}
ist. Nach Satz 31 sind dies genau jene A € K, fiir die det(Al,, — A) = 0 ist. Man kann deshalb die
Eigenwerte einer gegebenen Matrix A € K"*™ dadurch bestimmen, dass man zunichst das Polynom

det(X I, — A) € K[X] ausrechnet und dann dessen Nullstellen bestimmt.

Beispiel.

3 -1
1.A(_1 3).V\/'egen

X-3 1
det(XIQ—A)—‘ 1 X—3’
= (X —3)2-1?

= X2 - 6X+9-1=(X—-2)(X—4)

hat A genau zwei Eigenwerte, ndmlich 2 und 4.

11 L
2. A= <0 1). Hier gilt

-1

det(XIQ—A):‘Xol X1

’:(X—l)Q.

Man sagt in so einem Fall, dass A = 1 ein doppelter Eigenwert von A ist.
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w
o
Il

o o

1 1
3 1. Hier gilt
1

—1
X-2 -1 -1
det(XI3—A)=| O X-3 -1
0 1 X -1
X-3 -1
_(X_Q)l 1 X—l‘
— (X —2)((X —3)(X —1)+1)
= (X -2)>
1 0
In diesem Fall ist A = 2 ein dreifacher Eigenwert von A. Es gilt Eo = ([0 ], [ —1]).
0 1

Definition 55. Sei A € K"*™.
1. x :=det(XI, — A) € K[X] heifit das charakteristische Polynom von A.

2. Ist x das charakteristische Polynom von A und A € K eine Nullstelle von y der Viel-
fachheit e, so heifit e die Vielfachheit des Eigenwerts A von A.

3. E\ =ker(\,, — A) heifit der Figenraum (engl. eigenspace) von A zu .

Fiir ein vollsténdig faktorisiertes Polynom x = (X — A1)+ (X — A,,) (wobei die Ay,..., A\, nicht
notwendigerweise paarweise verschieden sein miissen) erhélt man durch Ausmultiplizieren

x=X"—(\ Fo )X e (D) (A ).
Fiir das charakteristische Polynom x einer Matrix A = ((a;;))};—; € K"*" gilt
X=X"—(a11+  +ap ) X"+ 4 (=1)"det(A).

Es gilt also: die Summe der Diagonalelemente von A ist genau die Summe der Eigenwerte von A (bei
Beriicksichtigung der Vielfachheiten), und die Determinante von A ist genau das Produkt der Eigen-
werte von A (ebenfalls bei Beriicksichtigung der Vielfachheiten). Die Summe der Diagonalelemente
von A nennt man die Spur (engl. trace) von A. Man schreibt Tr(A) fiir die Spur von A.

Wenn das charakteristische Polynom x einer Matrix A € K"*™ nicht in Linearfaktoren zerféllt, dann
kann man sich K durch einen gréfleren algebraisch abgeschlossenen Korper K ersetzt vorstellen. Dort
zerfallt x dann sicher in Linearfaktoren, und A hat in diesem Korper K genau n (nicht notwendig

paarweise verschiedene) Eigenwerte, deren Summe die Spur und deren Produkt die Determinante von
A ist.

Satz 79. Seien A € K"*" und x € K[X] das charakteristische Polynom von A. Dann gilt:

1. Ein Element A € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn A eine Nullstelle von y
ist.

2. Ist T € K™ ™ invertierbar, so ist x auch das charakteristische Polynom von 7~ 'AT.

3. Die Dimension eines Eigenraums E) von A ist hochstens so grofl wie die Vielfachheit
des Eigenwerts A.
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Beweis.

1. Folgt direkt aus der vorangegangenen Diskussion.
2. Es gilt

det(X1I, — T7AT) = det(XT'T — T7YAT) = det(T~Y( X1, — A)T)
= det(T71) det(X I, — A) det(T)
=det(XI, — A).

3. Zu zeigen: gibt es d linear unabhiingige Eigenvektoren von A, so gilt (X — \)? | .
Seien also v1,...,vq € K" linear unabhéngig mit Av; = \v; fiiri =1,...,d.
Wihle wgiq, ..., w, € K" so, dass {v1,...,v4, w411, ..., wy,} eine Basis von K" ist. Nach
Satz 44 ist das moglich. Setze

X
T = (V1,..., 04, Wai1,-..,w,) € K"

und B = T~ AT. Nach Teil 2 hat B das gleiche charakteristische Polynom wie A. Fiir
i=1,...,d gilt Av; = lv;, also T~ Av; = AT~ lv;, also TP ATT1v; = AT~ ;, also
Bu; = \u; fir u; = T ;.

Nach Definition von T ist u; = e; gerade der i-te Einheitsvektor. Deshalb hat B die
Form

A .

Offensichtlich teilt (X — \)? das charakteristische Polynom von B, und damit auch das
von A. ]

Definition 56.

1. Zwei Matrizen A, B € K"*" heiflen (zueinander) dhnlich (engl. similar), falls es eine
Matrix 7' € GL(n,K) gibt mit B = T~ AT. Notation: A ~ B.

2. Eine Matrix A € K™*™ heifit diagonalisierbar, falls es eine Diagonalmatrix

dq

do
D= diag(dl, ey dn) =

gibt mit A ~ D.
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Satz 80. ~ ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. Ubung. ]

Satz 81. Sei A € K™*". Das charakteristische Polynom x € K[X] von A habe eine Darstel-

lung
x = (X =AM (X = M)

fiir gewisse pi1,...,ur € N\ {0} und paarweise verschiedene \; € K. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. A ist diagonalisierbar

2. dmEy, =p; firi=1,...,k

3. KT=E\ @ ---®E),

4. K" hat eine Basis, die nur Eigenvektoren von A enthélt

Atdy,

Aol
5. A~ ~ . , wobei fiir einen Matrix-Block der Grofie

;i X ; steht, bei dem auf der Diagonale {iberall \; und sonst iiberall 0 steht.

Beweis. Wir zeigen (1)=(4)=-(5)=(1) und (2)=(3)=(4)=(2).

(1)=(4). A ist diagonalisierbar, also existiert T € GL(n,K) mit T~'AT = diag(ds,...,d,)
fiir gewisse d1,...,d, € K. Da T invertierbar ist, bilden die Spalten von T nach Satz 27
eine Basis von K”. Ist v = Te; die i-te Spalte von T, so ist T~ ATe; = d;e;, also
ATe; = d;Te;, also Av = d;v. Da i beliebig war, ist jede Spalte von T ein Eigenvektor
von A.

(4)=(5). Sei {v1,...,v,} C K" eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von A. Dann ist
T = (v1,...,v,) € K™ invertierbar und fiir B = T~' AT und beliebiges i € {1,...,n}
gilt Be; = T"YATe; = T~ Av; = T gv; = ¢T v; = de;, wobei ¢ € {A1,..., Az} der
Eigenwert zu v; sei. Damit ist gezeigt, dass T~ AT eine Diagonalmatrix ist, wo auf der
Diagonale nur Eigenwerte von A stehen. Dass dabei jeder Eigenwert mit der richtigen
Vielfachheit auftreten muss, folgt aus Teil 2 von Satz 79. Die Form aus dem Satz er-
gibt sich schliellich, indem man 7" durch TP fiir eine geeignete Permutationsmatrix P
ersetzt.

(5)=(1). Klar.
(2)=(3). Fiir i #j gilt
E)\iﬂE)\j :{xGK":A:z::)\ix:/\ja:} - {.CCGK” : (/\i—/\j).CC:O}:{O}.
£0

Damit ist die Summe direkt und wegen Satz 45 folgt dim(E)y, @---® E),) = dim(E), )+
c4dim(Ey, ) = g1+ - -+ = n, weil deg(x) = n. Wegen Satz 43 folgt die Behauptung,.
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(3)=

(4)=

(4). Klar.

(2). Nach Satz 79 gilt auf jeden Fall dim E), < p; fir alle i. AuBlerdem gilt natiirlich
immer dim Ey, > 0. Wére also dim E), # p; fiir wenigstens ein 7, so wére dim E), < p;
und dim(E), + -+ E),) < n. Nach Voraussetzung gibt es aber eine Basis aus lauter
Eigenvektoren. Es miisste also einen Eigenvektor v geben, der nicht in Fy, +--- + E),

liegt. Der zugehorige Eigenwert kann dann keines der Ay, ..., Ay sein, im Widerspruch
zu Satz 79. u
Beispiel.

1.

A= (_31 _31> hat die beiden Eigenwerte 2 und 4. Ein Eigenvektor zum Eigenwert 2

1 - . 1 . 1 1 .
ist (1) und ein Eigenvektor zu 4 ist (_1). Fir T = (1 _1> gilt

e (2
- (* )

Besser merken kann man sich die Basiswechselgleichung vielleicht in der Form AT = T'D,
wobei D fiir die Diagonalmatrix steht, denn hier wird links jede Spalte von T" mit der
Matrix A multipliziert, und rechts jede Spalte von T" mit dem entsprechenden Eintrag
der Diagonalmatrix. Diese Darstellung entspricht also der iiblichen Gleichung Av = Av
aus der Definition von Eigenwert und Eigenvektor.

0 1
dim £ = 1 < 2, und das reicht nicht.

11
A= ( ) ist nicht diagonalisierbar. Zwar ist A = 1 ein doppelter Eigenwert, aber

0 -2 -2
FirA= [0 2 0 | giltdet(XI3—A) = (X —1)(X —2)2. Damit ist 1 ein einfacher
11 3
und 2 ein doppelter Eigenwert von A. Die Eigenrdume lauten
-2 -1 -1
Ei=(| 0]) und Ex=({ 0|, 1 ])
1 1 0

und wegen dim £ + dim Fy = 1 + 2 = 3 ist A diagonalisierbar. In der Tat gilt

1

-2 -1 -1\ " /0 -2 -2 -2 -1 -1 1
0 O 1 0 2 O 0 O 1] = 2
1 1 0 1 1 3 1 1 0 2

Wenn A diagonalisierbar ist, kann man leicht A™ fiir grole m € N ausrechnen, denn in
diesem Fall gibt es ja eine invertierbare Matrix T und eine Diagonalmatrix D, so dass
A =T7!'DT. Fiir beliebiges m € N gilt dann

A™ = (T 'DT)™ =T 'DTT'DT ... T7'DT =T~ 'D™T,
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und das Potenzieren von Diagonalmatrizen ist einfach:

diag(A1, ..., A\p)™ = diag(AT", ..., A0,

n

01
11

() = (a0 - (0)
Fo1 o+ Fhi Fryo

fiir alle n € N, wobei F,, fiir die nte Fibonacci-Zahl steht. Wegen Fy = 0 und F; =1

gilt also die Formel
E, 0
— A"
() =)

fiir alle n € N. Die Matrix A ist diagonalisierbar, es gilt

VBl _14vE\ [1V5 Vil 14vs) !
A= 2 2 2 2 2 .
1 1 1_2 1 1
Daraus folgt

) =(T )" ) (7 1) 0)
") = 2 2 n 2 2
oy 1 1 (1—T¢5) 1 1 1

fiir alle n € N, und schliefflich die sogenannte Formel von Binet:

F”:\}5<<1+2\/5>n_(1_2\/5>n> (n € ).

Betrachte als konkretes Beispiel die Matrix A = < > € R?*2_ Fiir diese Matrix gilt

S

27 Annihilierende Polynome

Definition 57. Seip =py+p X +--- +paX?¢ € K[X].

1. Fiir a € K sei p(a) := pg + pra + - + pga? € K.
2. Fiir A € K™ sei p(A) := pol, + p1A+ - + pgA? € Knxn,

3. Ist V ein K-Vektorraum und h € End(V), so sei p(h) := poidy +p1h + --- + pgh? €
End V.

4. Fiir ¢ € K[X] sei p(q) := po + p1q + - - + paq® € K[X].

Allgemeiner: Ist R zugleich ein Ring und ein K-Vektorraum, und zwar so, dass die Ring-Addition mit
der Vektor-Addition iibereinstimmt und die Skalarmultiplikation mit der Ring-Multiplikation durch
die Regel

VaeKVa,beR: (aa)b= a(ab) = a(ab)

verbunden ist, so nennt man R eine K-Algebra. Ist R eine solche K-Algebra, so lasst sich jedes Polynom
p € K[X] in natiirlicher Weise als eine Funktion R — R interpretieren. Wir wollen aber weiterhin die
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Polynome selbst als algebraische Objekte auffassen, die von diesen Funktionen zu unterscheiden sind.
Insbesondere ist fiir ein Polynom p € K[X] a priori kein Definitionsbereich festgelegt.

Die saubere Unterscheidung ist angebracht, weil auf Polynome unter Umstédnden andere Aussagen
zutreffen als auf die zugehorigen Polynomfunktionen. Betrachtet man zum Beispiel das Polynom X2 +
X € Z5[X], so ist dies offensichtlich verschieden vom Nullpolynom 0 € Zy[X], wihrend die zugehorige
Polynomfunktion Zo — Zg, x + 2% + x identisch zur Nullfunktion ist (weil 124+ 1 =1+ 1 = 0 und
02 4+ 0 =0 in Zq gilt).

Beispiel. Seip=2+3X 4+ X2 und A = <1 2). Dann ist

3 4
2o (L 2\ (t2\_(7 10
3 4/\3 4 15 22
p(A) =21, + 3A + A
(2 0\ (3 6 (7 10)_(12 16
—\0 2 9 12 15 22)  \24 36/

Satz 82. Sei V ein K-Vektorraum und seien p, ¢ € K[X].

und

1. Fiir alle h € End(V) gilt (p + q)(h) = p(h) + g(h) und (pq)(h) = p(h) o q(h).
2. Fiir alle A € K™ gilt (p + ¢)(A) = p(A) + ¢(A) und (pg)(A) = p(A)q(A).
3. Fiir alle A € K™ und alle T € GL(n,K) gilt p(TAT~!) = Tp(A)T~ .

Beweis. Ubung. m

Satz 83. Sei V ein K-Vektorraum mit dim V' = n < oo, und sei h € End(V'). Dann existiert
ein p € K[X]\ {0} mit p(h) = 0.

Beweis. Nach Satz 61 ist End(V) ein K-Vektorraum der Dimension n?. Darin miissen je
n? + 1 viele Elemente linear abhiingig sein (Satz 41). Insbesondere miissen idy, h, h?, ... ,h”2
linear abhéingig sein, d.h. es gibt pg,...,p,2 € K, von denen nicht alle Null sind, so dass
poidy + - - —i—pnzh"2 =0.Esistalsop=pg+p1 X +--- —i—pan”2 € K[X]\ {0} ein Polynom
mit der gewiinschten Eigenschaft. [

Beispiel. Betrachte den Endomorphismus h: R? — R?, h(z) = Az mit A = <:13 Z) Laut

dem Beweis des vorherigen Satzes gibt es ein Polynom p vom Grad héchstens 4 mit p(A4) = 0.
Tatséchlich gibt es sogar ein Polynom von Grad 2. Um dieses zu finden, macht man einen
Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten pg, p1, p2. Die Forderung

L0y, (12, (T 10
Polg 1) TP {3 4) TP2\15 99
:< po +p1 + Tp2 0P0+2p1+10p2) I (0 o)

Opo + 3p1 + 15p2  po + 4p1 + 22p9 00
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fithrt durch Nullsetzen der vier Matrixeintrige auf das homogene lineare Gleichungssystem

11 7 0
02 10| () (o
03 15] (™ 0
14 22) \P? 0
2
Die Losungsmenge dieses Gleichungssystems ergibt sich zu ([ 5 |), also ist p = 2+5X — X2
—1

ein Polynom mit der gewiinschten Eigenschaft p(h) = 0.

Ein Polynom p € K[X] mit p(h) = 0 bzw. p(A) = 0 heiit ein annihilierendes Polynom von h bzw. A.
Mit solchen Polynomen kann man die Berechnung von ¢(A) fiir Polynome ¢ von hohem Grad erheblich
vereinfachen. Schreibe dazu ¢ = quo(q, p)p + rem(q, p) und beachte, dass quo(q, p)p ausgewertet bei A
Null ist, wenn p ein annihilierendes Polynom fiir A ist. Es gilt also g(A) = rem(q, p)(A4), und egal wie
grof} der Grad von ¢ war, der Grad von rem(q, p) ist immer kleiner als deg(p).

Fiir die spezielle Wahl ¢ = X™ ergibt sich eine weitere effiziente Methode zur Berechnung von Potenzen
von Matrizen. Diese Methode funktioniert auch fiir Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind. Sie liefert
dabei allerdings keine allgemeinen Ausdriicke fiir die Eintrége von A™, wenn m eine Variable ist.

Wegen Teil 3 von Satz 82 gilt p(h) = 0 fiir ein p € K[X] und ein h € End(V) genau dann wenn fiir
jede Basis B von V gilt, dass p(4) = 0 fiir die Abbildungsmatrix von h beziiglich B und B. Es ist
deshalb fiir die folgenden Uberlegungen relativ egal, ob wir iiber Endomorphismen oder quadratische
Matrizen sprechen.

Satz 84. Sei A € K™*". Dann gilt:

1. Sind p,q € K[X] zwei annihilierende Polynome von A, d.h. gilt p(A) = ¢(A) = 0, und
ist g = ged(p, q), so gilt auch g(A) = 0.

2. Es sei M C K[X] die Menge aller p € K[X] \ {0} mit p(A) = 0 fur die es kein ¢ €
K[X] \ {0} mit deg(q) < deg(p) und ¢(A) = 0 gibt. Dann gibt es in M genau ein
normiertes Polynom.

3. Ist m € K[X] das eindeutig bestimmte Polynom aus Teil 2, und ist p € K[X] beliebig,
so gilt p(A) =0 <= m | p.

Beweis.

1. Nach Satz 75 existieren Polynome u,v € K[X]| mit g = up + vq. Wegen Satz 82 folgt
direkt g(A) = (up + vq)(A) = u(A)p(A) + v(A)q(A) = 0, weil nach Voraussetzung
p(A) = q(A) =0 ist.

2. Nach Satz 83 gibt es iiberhaupt Polynome p € K[X] \ {0} mit p(A) = 0. Unter diesen
muss es solche geben, fiir die der Grad minimal wird. Unter diesen wiederum muss
dann wenigstens ein normiertes Polynom geben. Daraus folgt, dass M mindestens ein
normiertes Polynom enthélt.

Es bleibt zu zeigen, dass M hochstes ein normiertes Polynom enthélt. Gédbe es zwei ver-
schiedene normierte Polynome mj, mg € M, so wire mj; —ma # 0 und wegen lc(m;) =
le(mg) = 1 wiire deg(my) = deg(ma) > deg(mi — ma). Mit mi(A) = ma(A) = 0 gilt
aber auch (m; — mg)(A) = 0, d.h. m; — my wire ein annihilierendes Polynom von A
von kleinerem Grad als mq, im Widerspruch zur Definition von M.
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3. ,=%“ Seip € K[X] beliebig und r = rem(p, m). Dann gilt » = p—gm fiir ein bestimmtes
g € K[X] und deshalb p(A) = r(A) (weil ja m(A) = 0 ist).

Ist p(A) = 0, so ist 7(A) = p(A) = 0. Da deg(r) < deg(m) und m von allen von
Null verschiedenen annihilierenden Polynomen von A minimalen Grad hat, muss r = 0
gelten. Daraus folgt m | p.

,<=“ Aus m | p folgt p = gm fiir ein ¢ € K[X], und daraus p(A) = q(A)m(A) =0. =

Beispiel. Fiir A = <;) i) gilt

10+ 12—O<:> =p1=0
p001 p134— bo=p1=0U.

Davon kann man sich durch Losen eines geeigneten linearen Gleichungssystems iiberzeugen.
Das Polynom m = X? — 5X — 2 aus dem vorherigen Beispiel hat also minimalen Grad und
es gilt

{peKX]:p(4) =0} ={peK[X]:m|p}

Definition 58. Seien A € K™ und m € K[X] \ {0} wie im Teil 2 von Satz 84. Dann heifit
m das Minimalpolynom (engl. minimal polynomial) von A.

Beispiel.
1. Das Minimalpolynom der Nullmatrix 0 € K"*" ist X € K[X].
2. Das Minimalpolynom der Identitétsmatrix I, € K™*" ist X — 1 € K[X].

11
0 1

Zum Beweis rechnet man zuniichst nach, dass m = (X —1)? ein annihilierendes Polynom

von A ist. In der Tat gilt m(A4) = A2 —2A+ I, = <8 8)

Um zweitens zu zeigen, dass es kein annihilierendes Polynom von kleinerem Grad gibt,
macht man einen Ansatz fiir ein solches Polynom und 16st ein lineares Gleichungssystem
fiir die Koeffizienten. Damit etwa p = pg + p1 X ein annihilierendes Polynom von A ist,

muss gelten
1 0 1 1 _ (Ppo+Dp1 p1 . 0 O
po(o 1)“71(0 1)‘( 0 po+p1)_(0 0)’

also p1 = pp + p1 = 0, und das ist offensichtlich nur dann der Fall, wenn pg = p; =0
ist. Es gibt also kein annihilierendes Polynom von A vom Grad 0 oder 1.

3. Das Minimalpolynom von A = < > € Q%% ist (X —1)2.

Damit ist gezeigt, dass m = (X — 1)? das Minimalpolynom von A ist.

4. Ist A € K™ eine gegebene Matrix, so gibt es nach Satz 83 ein annihilierendes Po-
lynom vom Grad n?. Alle annihilierenden Polynome vom Grad < n? bilden einen K-
Vektorraum, fiir den man sich durch Ansatz und Koeffizientenvergleich und Losen eines
linearen Gleichungssystems eine Basis verschaffen kann. Schreibt man die Koeffizienten
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der Basispolynome in die Zeilen einer Matrix und berechnet davon die Treppennormal-
form, so erscheinen die Koeffizienten des Minimalpolynoms als unterste Zeile in dieser
Treppenform.

Alternativ kann man auch fiir n = 1,2,3,... nacheinander durch Loésen eines linearen
Gleichungssystems {iberpriifen, ob es ein von Null verschiedenes annihilierendes Po-
lynom vom Grad n gibt. Das erste, das man dabei findet, ist (ein K-Vielfaches) des
Minimalpolynoms.

1 2
3 4
eine Basis des Vektorraum aller annihilierenden Polynome vom Grad < 2. Insbesondere
ist X2 — 5X — 2 das Minimalpolynom von A.

Beispiel: Fiir die Matrix A = aus dem vorherigen Beispiel ist {X? — 5X — 2}

Hitten wir stattdessen einen Ansatz fiir ein annihilierendes Polynom vom Grad 4 ge-
macht, so hiitten wir moglicherweise die Basis {X*+ X2 — 150X —56, X4+ X3 - 172X —
64, X* — 145X — 54} gefunden. Daraus darf man nicht schlieBen, dass das Minimalpo-
lynom den Grad vier hat. Stattdessen folgt aus

1 01 —-150 —-56 1 0 0 —154 -—-54
110 —-172 -64| < |0 1 0 -2v -10],
1 0 0 —-145 —-54 001 -5 =2

dass das Minimalpolynom X2 — 5X — 2 ist.

Satz 85. (Erginzung zum Satz 27) Sei A € K™*" und m = mo +m1 X +- -+ mgX?¢ € K[X]
das Minimalpolynom von A. Dann gilt: A ist genau dann invertierbar wenn mg # 0, und in

diesem Fall ist 1
A7 = —— (g + ma A+ -+ mg AT,
mo

Beweis. ,=“ A ist invertierbar. Wire mo = 0, so wiirde aus mj A + - - - + mgA?% = 0 durch
Multiplikation beider Seiten mit A~ (von rechts oder links) folgen my + - - - + mgA?~! = 0,
im Widerspruch zur Minimalitdt von m.

»<=* mg # 0. Betrachte B = _%o(ml +moA + - +mgA®1). Dann gilt

AB:BA:—iﬁmA+mM%k~+mMﬂ
mo

1
= ——(MA+maA®+ -+ mgA? — m(A))

mo
1
= ——(=mol,) = I.
mo
Damit ist A invertierbar und auch die behauptete Formel fiir die Inverse ist bewiesen. [

28 Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 86. Sei A € K™*" und m € K[X] das Minimalpolynom von A. Dann gilt: A\ € K ist
genau dann ein Eigenwert von A, wenn m(A) = 0 ist.

189



Beweis. Es sei m = mg +m1 X + - + mgX? das Minimalpolynom von A und p = mg +
mi(X + A) + -+ + mg(X + A% Dann ist p annihilierendes Polynom von A — AI,,, denn
p(A — M,) = m(A) = 0. Es ist sogar das Minimalpolynom von A — A\I,,, denn gébe es ein
annihilierendes Polynom ¢ = go+¢1 X + - - - + qg—1 X%~ # 0 kleineren Grades von A — \I,,, so
wiire ¢(X —\) = qo+q1 (X —A)+---+¢g_1(X —\)?"! ein von Null verschiedenes annihilierendes
Polynom von A mit einem kleineren Grad als m. Das steht im Widerspruch zur Minimalitét
von m.

Nun gilt:

A ist Eigenwert von A Sgtz 18 ker(A — \I,,) # {0}

SP 2T 4 A, ist invertierbar
Satz 85 p(()) -0

< m(A) =0. ]

Der Satz sagt, dass das Minimalpolynom dieselben Nullstellen hat wie das charakteristische Polynom
aus Definition 55. Daraus folgt aber nicht, dass auch die Polynome identisch sind. Zum einen wird
nichts ausgesagt iiber die irreduziblen Faktoren hoheren Grades, und zum anderen koénnen sich die
Vielfachheiten der Nullstellen in den beiden Polynomen unterscheiden.

Der Satz von Cayley-Hamilton, um den es in diesem Abschnitt geht, besagt, dass das charakteristische
Polynom einer Matrix A immer auch ein annihilierendes Polynom fiir A ist. Nach Satz 84 Teil 3
bedeutet das, dass das Minimalpolynom ein Teiler des charakteristischen Polynoms ist. Damit miissen
alle irreduziblen Faktoren des Minimalpolynoms auch im charakteristischen Polynom vorkommen, und
die Vielfachheit eines jeden irreduziblen Faktors des charakteristischen Polynoms muss mindestens so
grof sein wie die Vielfachheit des entsprechenden Faktors des Minimalpolynoms. Auflerdem folgt aus
dem Satz, dass das Minimalpolynom einer Matrix A € K"*™ hochstens den Grad n haben kann,
withrend Satz 83 nur die grobere Gradschranke n? liefert.

Bevor wir zum Satz von Cayley-Hamilton kommen, beweisen wir zwei Hilfsséitze, die wir in seinem
Beweis verwenden werden.

Satz 87. Seia=ag+a X + - +ag 1 X + X4 € K[X] und

0 1 0 0
_ dxd
A= : . ' 0 eK
0 0 1
—ap —air -+ —adg—2 —G4-1

Dann ist a das charakteristische Polynom von A.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach d die folgende etwas allgemeinere Aussage: fiir alle
ag, .. .,aq—1 € K(X) gilt

X -1
X -1
.. :a0+a1X+---+ad,1Xd_1+Xd.
X -1
ag a1 - Qg2 Gg—1+X
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Fiir d = 1 ist das offensichtlich richtig.
Induktionsschluss d — 1 — d:

Xt +
—
X -1
X -1
X -1
ap ay - ag2 ag-1+X
X 0
X -1
X -1
ag a1 +apX ' o ag_e ag_1+X
X -1
=X
X -1
ar+taX ' - agee ag+X

= X((a1 +aoX 1) +aeX + -+ a1 X2+ X
=ap+ a1 X+ +ag 1 X+ X4

wie gefordert. Dabei wurde im vorletzten Schritt die Induktionsannahme verwendet. ]

Satz 88. Seien A € K"*" B e K™*™ (C € K™™, und sei

_ A C (n+m)x (n+m)
M = <O B) eK .
Dann gilt det(M) = det(A) det(B).

Insbesondere ist das charakteristische Polynom von M das Produkt der charakteristischen
Polynome von A und B.

Beweis. Die Aussage iiber die charakteristischen Polynome folgt direkt aus der behaupteten
Determinatenformel und der Definition des charakteristischen Polynoms.

Wir zeigen die Determinantenformel durch Induktion nach n. Schreibe A = ((a;;))7;_;-

Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Zum Induktionsschluss n — 1 — n entwickeln wir die Determi-
nante nach der ersten Spalte (vgl. Satz 34). Es bezeichne A(®) e K~1)*(=1) die Matrix, die
aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile und die erste Spalte 16scht und C@) e K(»—Dxm dje
Matrix, die aus C' entsteht, wenn man die i-te Zeile 16scht. Dann gilt

AL o) A2 0@ A o)
0 B 0 B 0 B
= a1 det(AD) det(B) — ag,1 det(AP) det(B) £ - - - + (—1)"ayn,1 det(A™) det(B)

— a1 + ~+(—1)"an71 +0+---4+0

)

A C
0 B

‘ =ai,l
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= (a1,1det(AM)) —ag 1 det(AP) £ -+ + (—1)"apn,1 det(A™)) det(B).

=det(A)

Dabei wird im zweiten Schritt die Induktionshypothese verwendet. [

Satz 89. (Cayley-Hamilton) Sei A € K™*™ und sei x € K[X] das charakteristische Polynom
von A. Dann gilt x(A4) = 0.

Beweis. Betrachte den Homomorphismus h: K* — K", h(z) = Ax. Zu zeigen: x(h) = 0,
d.h. fiir alle z € K" gilt x(h)(z) = 0.

Sei # € K" beliebig. Dann gibt es ein maximales d € N, fiir das z, h(z),...,h%(z) linear
unabhiingig sind. Dann sind z, h(z), ..., h%(z) linear abhingig und es gibt ug, ..., uq_1 € K
mit

h(z) = uox +urh(z) + -+ ug_1h 1 (2).

AuBlerdem konnen wir bgy1,...,b, € K" so wihlen, dass

B = {z,h(x),...,h" &), bgs1, ..., by}

eine Basis von K" ist.
Die Abbildungsmatrix M von h beziiglich B und B hat die Form

U v
=0 w)
mit
0 1 0 0
Uu=1: Lo | ex™ vermd W e ki dx(d),
0 0 1
ug - Ug—1

Nach Teil 2 von Satz 79 haben M und A dasselbe charakteristische Polynom. Wegen Satz 87
ist

x4 ud,le_l — - —ur X —ug
das charakteristische Polynom x; von U und damit wegen Satz 88 ein Teiler von y.

Nach der Wahl von uy, . .., uq—1 gilt xy(h)(z) = 0 und damit x(h)(xz) = 0, was zu zeigen war.
"

Beispiel.

1. Fir A= (; Z) gilt

—2

X-1
X:det(XIQ—A):‘ _3 X _4

‘:(X—l)(X—4)—6:X2—5X—2,
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und in der Tat gilt

o e4 _op (T 10y (5 10\ (2 0\ _ (00
AT =54 2IQ‘<15 22> (15 20> (0 2>_<0 0>'

In diesem Fall ist das charakteristische Polynom zugleich auch das Minimalpolynom
von A.

. Fir A = I, € K" gilt det(XI, — A) = (X — 1)". Das Minimalpolynom von A ist
X —1.

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
.SeiA=|[11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Das charakteristische Polynom von A lautet X3(X?2—65X —250). Das Minimalpolynom
ist X(X?2 — 65X — 250).

. Die Vielfachheit von Faktoren im Minimalpolynom ist meistens eins. Aber nicht immer:
Fiir ein beliebiges A € K betrachte die Matrix

A1 0 0
0 . oo
: A1
0 0

Das charakteristische Polynom von A ist (X —\)"™. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton
muss das Minimalpolynom die Form (X — \)€ fiir ein bestimmtes e € {1,...,n} haben.

Tatséchlich gilt e = n. Um das zu sehen, iiberlegt man sich, wie die Potenzen A™ von
A aussehen. Induktiv zeigt man, dass all diese Potenzen die Form

am,l)\m am’Q)\m*1 e ammlAmfn«}l
Am = 0 am,1>\m
: . am,Z)\m_l
0 0 g A
mit
am1 | am2 | | amp | | G | @mmtt | @Gmmr2 |0 | amn
O B PPN I N PP R B S :

haben. Dabei ist ('}') = m(mfl)'l'f’!(mfkﬂ) der Binomialkoeffizient. Die Eintréige a,,; sind

also genau jene Korperelemente, fiir die gilt
(X + 1)m = am71Xm + CLm72Xm_1 + ot Ammt-
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Jedenfalls enthélt fiir jedes m < n die Matrix A™ an der Stelle (1,m + 1) eine Eins,
withrend bei allen Matrizen A, ..., A"~ an dieser Stelle eine Null steht. Daraus folgt,
dass A%, A, ... A™ fiir jedes m < n linear unabhingig sind. Daraus folgt schlielich,
dass das Minimalpolynom (mindestens) den Grad n haben muss.

Al
5. Fiir die Matrix A = A (A € K wieder beliebig) lautet das charakteristische

> O

1
A
Polynom (X — A\)*. Das Minimalpolynom ist in diesem Fall (X — \)2.

29 Invariante Unterrdume

Definition 59. Sei V ein K-Vektorraum und h: V' — V ein Endomorphismus. Ein Unterraum
U C V heiBt h-invariant, falls h(U) C U ist.

Beispiel.
1. V und ker h und {0} sind h-invariante Unterrdume von V fiir jedes h: V — V.

2. Ist A ein Eigenwert von h: V — V, dann ist F) ein h-invarianter Unterraum von V.
Allgemeiner: Sind A1, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte von h und E},, ..., E),
die zugehdrigen Eigenrdume, so ist Fy, ©--- @ E), ein h-invarianter Unterraum von V.

3. Sei V = K[X]] und h = j%: V — V die (formale) Ableitung (vgl. S. 116). Dann ist

K[X] C V ein h-invarianter Unterraum von V', weil die Ableitung jedes Polynoms wieder
ein Polynom ist.
Dariiber hinaus ist fiir jedes fixe d € N der Raum K[X]<4 aller Polynome vom Grad
hochstens d ein h-invarianter Unterraum, weil die Ableitung den Grad eines Polynoms
nicht erhdhen kann. Wir haben hier also eine Kette von ineinander enthaltenden h-
invarianten Unterrdumen

{0} CK[X]<1 CK[X]<2 C -~ C K[X]<q C - -~ € K[X] € K[[X]]

Natiirlich gibt es auch Unterrdume von K[[X]], die nicht h-invariant sind, zum Beispiel
ist U = (X7 + X) nicht h-invariant, weil h(X'7 + X) = 17X +1 ¢ U.
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4. SGIA(

und h: Q% — Q3, h(z) = Az. Da A nicht diagonalisierbar ist,

wWo o=
O =
N OO

lasst sich nicht als Summe von Eigenrdumen schreiben. Die Eigenrdume von A sind

Q
1 0
Ei=(l0])und E2 =(|0]).
0

1

1 0
Neben E; und Ep ist auch U = (| 0|, | 1) ein h-invarianter Unterraum von V/,
0 0

und wir haben die Zerlegung Q% = U ® F5. In diesem Sinn darf man sich unter dem
Begriff des invarianten Unterraums eine Verallgemeinerung des Begriffs des Eigenraums
vorstellen.

Wenn h: V. — V ein Homomorphismus ist und U ein h-invarianter Unterraum von V, dann ist die
Einschriankung h|y: U — V ein Homomorphismus mit imh|y C U. Es ist deshalb zuldssig, den
Bildbereich von h|y auf U zu beschridnken und h|y als eine Abbildung von U nach U aufzufassen.
Damit wird h|y zu einem Endomorphismus.

Satz 90. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n < oo, und sei A: V — V ein Endomor-
phismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Es gibt zwei h-invariante Unterrdume Uy, Us von V mit dimU;,dimUs > 0 und V =

Uy & Us
2. Es gibt eine geordnete Basis B von V beziiglich der die Abbildungsmatrix von h die
Form
k
—~~
x -+ % 0 0
k :
* * 0
0 * *
n—k
0 0 % --- =%
———
fir ein k € {1,...,n — 1} hat. n—k
Beweis.
(1)=(2). Wéhle eine geordnete Basis By = (b1,...,b;) von U; und eine geordnete Basis

By = (bg41,...,by) von Uy und setze B = (by, ..., bk, bxy1,...,bn). Wegen Uy Uy =V
ist B eine Basis von V. Ist M; die Abbildungsmatrix von h|y, beziiglich B; und M die
Abbildungsmatrix von h|y, beziiglich By, dann ist

_(My O
=0 )
die Abbildungsmatrix von h beziiglich B.
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(2)=(1). Sei B = (b1,...,bk,bxy1,...,b,) die geordnete Basis, beziiglich der die Abbil-
dungsmatrix von h die angegebene Form hat. Betrachte Uy = (by,...,bx) und Uy =
(bk+1y---,bn). Dann ist Uy @ Us =V, dimU; = k > 0, dim Uy = n — k > 0 und wegen

* x 0 2 q * x 0 o _

0 0 s[lol = fo] "™ o 0 x s |« 7 |+

0 -+ 0 % --- = 0 0 0O -+ 0 % - = * *
sind Uy und U, beide h-invariant. n

Satz 91. Sei V ein K-Vektorraum, h: V' — V ein Endomorphismus, p € K[X]. Dann ist
ker p(h) C V ein h-invarianter Unterraum.

Beweis. Zu zeigen: fiir alle x € ker p(h) gilt h(x) € ker p(h). Sei also x € ker p(h). Dann gilt
p(h)(x) = 0. Dann (h o p(h))(x) = 0. Dann (Xp)(h)(z) = 0. Dann (pX)(h)(z) = 0. Dann
(p(h) o h)(z) = 0. Dann p(h)(h(z)) = 0. Dann h(z) € ker p(h). "

Beispiel. Sei V = C>([0,1],R) der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktio-
nen. Betrachte eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:

cof (@) +erf' @)+ +ef(z) =0

mit cg, . .., ¢ € R. Eine Funktion f € V ist offenbar genau dann eine Losung dieser Gleichung,
wenn f € kerp(%) firp=co+c1 X+ +c. X" gilt.

Der Satz besagt also, dass die Losungsmenge einer linearen Differentialgleichung mit konstan-
ten Koeffizienten abgeschlossen unter Ableitung ist.

Satz 92. Seien V ein K-Vektorraum, h: V' — V ein Endomorphismus, p,q € K[X] mit
ged(p, q) = 1. Dann gilt ker p(h) Nker ¢(h) = {0}.

Beweis. Sei x € ker p(h) Nker q(h) beliebig. Zu zeigen: x = 0.
Aus z € kerp(h) Nker g(h) folgt p(h)(z) = q(h)(z) = 0. Wegen Satz 82 folgt daraus

(up +vg)(h)(z) = 0

fiir beliebige Polynome u,v € K[X].

Aus Satz 75 folgt wegen ged(p,q) = 1, dass es Polynome u,v € K[X] gibt mit up + vqg = 1.
Daher gilt 1(h)(z) = 0, und wegen 1(h) = id folgt z = 0. ]

Beispiel. Wie im vorherigen Beispiel sei V' = C*°([0, 1], R). Fiir zwei lineare Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten,

pof (@) +pif' @)+ +prf 7 (@) = 0
qof (x) + arf' () + -+ + g5 f (@) = 0
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mit po, ..., Pr,qQo, - --,q € R sagt der Satz, dass es keine gemeinsamen Losungen geben kann,

wenn die Polynome pg +p1 X + -+ p. X" und qo + 1 X + - - - + ¢s X teilerfremd sind.

Im Fall dimV < oo gibt es fiir jeden Endomorphismus h: V' — V nach Satz 83 ein annihilierendes
Polynom a € K[X]. Fiir dieses gilt a(h) = 0 und damit kera(h) = V. Fiir jedes zu a teilerfremde
Polynom p muss deshalb gelten ker p(h) = {0}. Allgemeiner gilt fiir jedes Polynom p und jedes annihi-
lierende Polynom a von h die Beziehung ker p(h) C ker ged(a, p)(h), denn fiir gewisse u, v € K[X] gilt

ged(a, p) = ua + vp, und daher

ged(a, p)(h) = (ua + vp)(h) = (vp)(h) = v(p(h)),

und daraus folgt ged(a,p)(h)(z) = 0 fiir alle x € V mit p(h)(z) = 0.

Am schirfsten wird diese Uberlegung, wenn a das Minimalpolynom ist, weil das unter allen annihilie-
renden Polynomen von h das mit den wenigsten Teilern ist. Um nichttriviale h-invariante Unterrdume
von V zu finden, geniigt es also, die Teiler des Minimalpolynoms (ggf. mit erhohter Vielfachheit) zu

betrachten.
Beispiel.
4 1 0
0 4 1
1. Betrachte A=10 0 4
7 1
0 7

Das Minimalpolynom von h ist m = (X —4)3(X —7)? und das charakteristische Polynom

ist x = (X —4)3(X —7)2

Es gibt folgende h-invariante Unterrdume:

1
0
ker(h —4id) = (] 0 |),
0
0
1 0
0 1
ker(h —4id)2 = ([0 |, 0]),
0 0
0 0
1 0 0
0 1 0
ker(h —4id)*> = ([o|,]o],|1]),
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
ker(h —4id)t = ([o |, o], 1]),
0 0 0
0 0 0
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ker(h — 7id)? = (

ker(h — 7id)3 = {

ker(h — 7id)* = (

O R O OO O OO0 O OO Oo OO OO

— o O O O

~ S PO OO0 = OO oo
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Fiir hohere Exponenten &dndert sich nichts mehr, d.h. es gilt ker(h — 4id)™ = ker(h —
4id)? fiir alle m > 3 und ker(h — 7id)™ = ker(h — 7id)? fiir alle m > 2.

Alle h-invarianten Unterriume von V lassen sich schreiben als Summen ker(h — 4id)’ @
ker(h — 7id)’ fiir gewisse 4,j € N.

4 0 0
0 4 1
2. Betrachte A= |0 0 4 und h: Q° — Q°, h(z) = Ax.
7 1
0 7

Die Matrix unterscheidet sich von der Matrix im vorherigen Beispiel nur im Eintrag
(1,2). Fiir die invarianten Unterriume zum Eigenwert 4 ergibt sich nun:

ker(h —41id) = (
ker(h — 4id)? = (

ker(h — 4id)3 = (

OO OO+ OO+ OO0 0o
SO OO OO, O OO0 oo

SO OO OO+ OOo

Fiir den Eigenwert 7 &ndert sich nichts.

Fiir jeden Teiler p des Minimalpolynoms gibt es eine Kette
{0} C kerp(h) C kerp(h)? C kerp(h)® C--- CV

von h-invarianten Unterrdumen. Wegen dim V' < oo muss es Exponenten s € N geben mit ker p(h)® =
ker p(h)*T!. Fiir ein solches s muss dann aber sogar schon gelten

ker p(h)**1 = ker p(h)*™2 = ker p(h)**3 = - ..

(Beweis: Ubung.) Die Kette stabilisiert sich also schon beim ersten Exponenten, bei dem nichts Neues
dazukommt.

Um Basen fiir die Rdume ker p(h)® auszurechnen, ist es nicht notig, zuerst die Matrix zu p(h)® auszu-
rechnen und dann deren Kern zu bestimmen. Stattdessen kann man ausnutzen, dass « € ker p(h)® <=
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p(h)(z) € kerp(h)*~! gilt. Wenn man also schon eine Basis {b1,...,b;} von kerp(h)*~! kennt, dann
kann man eine Basis fiir ker p(h)® dadurch ausrechnen, dass man das lineare Gleichungssystem

p(h)x = Biby + -+ + Birbr
nach x und Sy, ..., Bk 16st.
Beispiel. Im ersten Teil des vorherigen Beispiels war

1

ker(h — 4id)? = {

o O O O
o O O = O
~

Wir wollen eine Basis von ker(h — 4id)? bestimmen. Nach der obigen Bemerkung sind die
Elemente = € ker(h — 4id)? genau jene Vektoren z = (1, z2, 23, x4, z5), fiir die es B, B2 € K
gibt mit

010 x1 1 0
0 0 1 x9 0 1
000 3| =610 +B2]0
31 x4 0 0
0 3 x5 0 0
Das lineare Gleichungssystem
Ty
010 -1 0 2
0 01 0 -1 x3
000 0 O x4 | =0
31 0 0 x5
03 0 0 51
B2
hat den Losungsraum
1 0 0
0 1 0
0 0 1
(fo],101],]10])
0 0 0
0 1 0
0 0 1

Die gesuchte Basis von ker(h — 4id)? erhilt man, wenn man aus diesen Vektoren die letzten
beiden Koordinaten (also die, die zu (1, B2 gehoren) streicht.

30 Die Jordan-Normalform

Man kann die Uberlegungen aus dem vorherigen Abschnitt noch weiter treiben. Betrachten wir einen
endlich-dimensionalen K-Vektorraum V und einen Endomorphismus h: V' — V| dessen charakteristi-
sches Polynom x nur Faktoren vom Grad 1 hat, d. h.

X = (X = M) o (X = M)
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fiir gewisse paarweise verschiedene Aq, ..., A\r € K und gewisse eq,...,ex € N\ {0}.

Aus Satz 90 folgt, dass es eine Basis von V' gibt, beziiglich der die Abbildungsmatrix von h die Form

hat, wobei M; € K¢ *¢ eine Matrix mit charakteristischem Polynom (X — A;)% ist (i = 1,..., k).

Den Blocken My, ..., My von M entsprechen h-invariante Unterrdume von K”. Man kann sich jetzt
fragen, ob sich diese Rdume noch weiter zerlegen lassen, und wenn ja, wie sich diese Zerlegbarkeit auf
die moglichen Darstellungen der Blocke M; auswirkt.

Die Einzelheiten der weiteren Herleitung sind relativ technisch und ansonsten nicht mehr allzu inter-
essant. Wir geben deshalb ohne Beweis direkt das Endresultat an.

Satz 93. (Jordan-Normalform) Sei V' ein K-Vektorraum, dimV =n < oo, h: V — V ein
Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom yx sich schreiben l&sst als

X = (0= M) - (X = )

fiir gewisse paarweise verschiedene Ap,...,\; € K und gewisse eq, ..., e, € N\ {0}.

Dann gibt es eine geordnete Basis B von V, so dass die Abbildungsmatrix M von h beziiglich
B die Form

Ji1
Jio
Ji =
Ji,
hat, wobei jedes J; ; die Form
A1
A1
Jij = .

A1
Ai

hat. (Man nennt J; j ein Jordan-Kdastchen zum Eigenwert A;.)
Dabei gilt:
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1. Die Anzahl der Jordan-Késtchen der Grofle m x m im Block J; ist genau
—dimker(h — A\;id)™ ™! 4 2dim ker(h — \;id)™ — dim ker(h — X; id)™
(me{l,...,e}).
2. Die Gesamtzahl ¢; der Jordan-Késtchen im Block J; ist dim E},.

3. Ist s; die Vielfachheit von X — A; im Minimalpolynom von h, so gibt es in M; mindestens
ein Jordan-Késtchen der Grofle s; X s; und es gibt kein grofleres.

4. Sind B, B’ zwei Basen, fiir die die Abbildungsmatrizen .J,.J' diese Form haben, dann
unterscheiden sich J, J' hochstens in der Reihenfolge der Jordan-Késtchen.

Beispiel. Die Matrix

N =
[N

N =
N —

3 1

hat die in Satz 93 beschriebene Form. Der Block zum Eigenwert 2 hat drei Jordan-Késtchen:
zwei der Grofle 3 x 3 und eins der Grofle 1 x 1. Der Block zum Eigenwert 3 hat zwei Jordan-
Késtchen, beide der Grofle 2 x 2.

Das Minimalpolynom lisst sich direkt ablesen zu (X — 2)3(X — 3)2. Das charakteristische
Polynom lautet (X — 2)7(X — 3)%.

Fiir die Dimensionen der Eigendume gilt dim Fs = 3 und dim E3 = 2.

Die Form aus Satz 93 heifit Jordan-Normalform von h. Mit der Jordan-Normalform einer Matrix
A € K™ ist eine Jordan-Normalform des Endomorphismus h: K® — K", h(z) = Az gemeint.

Nach dem Satz existiert eine Jordan-Normalform fiir jede Matrix, deren charakteristisches Polynom
vollstandig faktorisiert. Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, gilt das fiir jede Matrix. Der Satz
von Jordan sagt dann also, dass jede lineare Abbildung K™ — K" eine Uberlagerung von linearen
Abbildungen ist, die unabhéingig voneinander auf diversen Unterrdumen von V wirken und Abbil-
dungsmatrizen in Form von Jordan-Késtchen haben. Ein Jordan-Kistchen der Gréfie 1 x 1 ist einfach
eine Streckung. Ein Jordan-Késtchen der Groflie 2 x 2 bewirkt eine Scherung der Ebene. Der Effekt
eines Jordan-Késtchens der Grofle 3 x 3 ist in der folgenden Abbildung dargestellt.
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S O N
SN =
o= O

_(2,1,2)

(1,0,1) (0,1,1)
e 2

T (1,1,0) Y T Y

(3,2,0)

Beachten Sie, dass in diesem Beispiel ein Vektor (x,0,0) zu (2z, 0, 0) gestreckt wird, der Raum ((1, 0, 0))
also invariant ist. Ferner wird ein Vektor (z,y, 0) auf (2z+y, 2y, 0) abgebildet, was einer Scherung in der
(z,y)-Ebene entspricht. Die Ebene ((1,0,0), (0,1, 0)) ist also ebenfalls invariant unter der Abbildung.

Um zu einer gegebenen Matrix A € K®*" eine geordnete Basis B € K"*™ zu bestimmen, fiir die
B~!AB eine Jordan-Normalform ist, kann man folgenden Algorithmus verwenden.

Algorithmus 7. Eingabe: A = ((a;;));';=; € K"*", so dass das charakteristische Polynom
von A die Form y = (X — A\)¢ -+ (X — M) hat fiir eq,...,ex € N\ {0} und paarweise
verschiedene Ay, ..., \; € K.

Ausgabe: Eine Jordan-Normalform J € K"*™ sowie eine invertierbare Matrix B € K™*™ mit
B 'AB=J

1 setze J auf die leere Matrix und B auf die leere Liste.

2 firi=1,...,k:

3 bestimme Eg\:n) :=ker(A — NI,)™ fir m=0,...,¢; + 1.

4 sei m maximal mit dim E&:n) > dim Eg\:nfl)
5 solange m > 0, wiederhole:
6 bestimme eine Basis {b1,...,bs} eines Raums U C K" mit der Eigenschaft

E™W =U® (A - NL)ET + EY),

7 furj=1,...,d:

8 erginze J um ein Jordan-Késtchen fiir \; der Grofie m x m

9 erginze B um (A — X\ L,) ™ 1b;, (A — Nilp)™ 2bs, ..., (A= NIn)bj, b;
10 m=m—1

11 gib J und B als Ergebnis aus.

Der Algorithmus behandelt einen Eigenwert nach dem anderen. Fiir jeden Eigenwert A berechnet er
die invarianten Unterrdume Ef\m) = ker(A — AI,)™. Diese Rdume enthalten brauchbare Vektoren fiir
die Basisvektoren, die zu den Késtchen der Grofle m x m gehoéren. Wir diirfen aber nicht irgendwelche
Vektoren aus diesem Raum nehmen, denn manche brauchen wir fiir groflere und manche fiir kleinere

Kistchen. Aus diesem Grund wird in Zeile 6 ein Komplementérraum von (A — )Jn)E/(\mH) + E/(\m_l)

in E/(\m) gebildet. Dessen Basisvektoren sind brauchbar, denn sie haben nichts mit (A — )\I,L)E/(\mﬂ) ge-
meinsam (wodurch Konflikte mit vorher behandelten gréBeren Kistchen ausgeschlossen werden) und
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nichts mit E{"""

gemeinsam (wodurch Konflikte mit spéter zu behandelnden kleineren Kistchen

ausgeschlossen werden). Die Inklusionen der beteiligten Réume sind in der folgenden Abbildung sche-

matisch dargestellt:

E§m+2)

(A—I,)E" Y B+ 11
( (A—In)Egm“)l U m
a T M pm=1 IIIL
fi )
(A=L.)°U (A—Inm&m—ﬂ By

N
N
s

Beachten Sie auch, dass die Vektoren (4 — X\;1,)™ 1b;, (A — \il,)™ 2b;,

ey (A*Alfn)b], bj, uin

die die Basis in Schritt 9 ergénzt wird, einen invarianten Unterraum aufspannen. Wenn wir by ; =

(A - )\iIn)kbj schreiben, gilt b ; =

(A — )\iln)bkfl;j fir k£ > 0, also bkyj = Abkflyj — )\ibkfl’j, also

Abg—1,; = Aibp—1,j + by ;. Das entspricht genau den Eintrdgen des Jordan-Késtchens.

Beispiel. Wir wenden den Algorithmus auf die Matrix

3 1 =3
1 4 5
-3 -1 10
A= -3 2 15
0 -1 -8
6 1 -7

-5
2
12
18
-7
—14

-9
7
23
35
—14
—26

10
15
-7
-9

c QGXG

an. Das charakteristische Polynom von A ist (X — 2)°, also brauchen wir die in Zeile 2
beginnende Schleife nur einmal zu durchlaufen.

Als invariante Teilraume erhalten wir

0
EY = {0}
1 29
1 16
1 -1 —36
=
0 17
0 0

11
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-1 -3 0 -1 —1
2 0 0 0 0
2) 0 2 0 0 0
E2 - < 0 ) 0 ) 1 ) 0 ) 0 >
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
@ _,10 0 1 0 0 0. _ 6
B3" = of"1of 1o 11’10’10 ) =Q"
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
Ohne weitere Rechnung ergibt sich an dieser Stelle Eég) =...= Eéﬁ) = Eg) = Q°.

Nach Satz 93 muss es dim Fy = dim Eél) = 3 Jordan-Késtchen geben, und mindestens eines
davon muss die Linge m = 3 haben. Da sich die Késtchenldngen insgesamt zu 6 aufaddieren
miissen, ist an dieser Stelle bereits klar, wie die Jordan-Normalform aussehen wird: Sie hat je
ein Késtchen der Léangen 3, 2 und 1. Wenn wir nicht auch an der Basis B interessiert wéren,
konnten wir also schon aufhéren.

Um die Basis B zu berechnen, fithren wir die Schleife aus, die in Zeile 5 beginnt. Es ist

1 —4 -1 -1
1 3 2 0
B (4) @ -3 10 0 0
0 -7 0 0
6 —11 0 2
von (A — 2]6)E£4> von E§2)
-1 -3 0 -1 -1
2 0 0 0 0
_q| 0 2 0]] 0 01,
N o110 |1 01’10
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2

und wir brauchen einen Komplementéirraum dieses Raums in Eég). Im vorliegenden Fall ist
das einfach, weil Eé?’) = Q5 schon der ganze Raum ist. Eine mogliche Wahl ist

1

0

: 0
B = (|, |) @ (A-21)E" + EY).

0

0

~——
=by
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Daraus ergeben sich die ersten drei Basisvektoren wie folgt:

2 1 1
0 1 0
(A-206Pb = | 4|, (A28 b = :g (A= 215)"b) = 8
2 0 0
4 6 0
Nachster Schleifendurchlauf: m = 2. Es ist
1 —4 1 29 11
1 3 1 16 9
_ (3) @ -3 10 -1 —36 —16
0 -7 0 17 0
6 -11 0 0 17
von (A — 2[6)E§3> von Eél)
1 0 0 0
0 1 0 0
.y 0 0 1 0 >
- 0 10 |’ 0 11
5 1 4 -2
—12 -3 —11 4

. . . . . 2 2) .

und wir brauchen einen Komplementérraum dieses Raums in Eé ). Der Raum Eg ) ist echt
kleiner als Q°, aber wir kénnen einen geeigneten Raum U finden, indem wir zunsichst wie
iiblich einen Komplementérraum durch Erginzung zu einer Basis von Q° bestimmen, und

dann den Schnitt dieses Komplementérraums mit E§2) nehmen.

Aus der oben angegebenen Basis lisst sich ablesen, dass {es, e} eine Basis fiir einen Kom-
plementirraum in Q% ist. Durch den Schnitt dieses Raums mit EéQ) erhalten wir

EP =(| o e (a-2)EY +ED).

o O O O

—2
N——
=b

Daraus ergeben sich die néchsten beiden Basiselemente wie folgt:

-1 0
1 0
A—2[61b1: 3 , A—QIGOblz 0
5 0
-2 1
—4 -2
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Letzter Schleifendurchlauf: m = 1. Es ist

-9 ~10 -5 -9 1 1 0
5 6 2 7 3 0 1
B @ o | 23 26 12 25 1] -2 1
(A=20)E" + By = aa 1ol g3 [ 16 7] 30 "] 7 [P= ¢ =2|"| 3 |
14| | -16 —7 ~16 | | -2 1 —1
—28) \-32) \-14) \-32/ \—-4 2 —2
Wegen
0
0
3
B =(| ;e ((A-21)EY + EY)
2

|
—_
o

ist (0,0,3,5,2,—13) eine mogliche Wahl fiir das letzte Basiselement.

Als Endergebnis erhalten wir

2 1 1 -1 0 0
0 1 0 1 0 0
-4 -3 0 3 0 3
B= -4 -3 0 5 0 )
2 0 0 -2 1 2
4 6 0 —4 -2 -13

und als Jordan-Normalform ergibt sich, wie erwartet,

S O N

1
2
0

N = O

J=B1'AB =

S N
[N

Fiir diagonalisierbare Matrizen A hatten wir gesehen, dass sie sich leicht potenzieren lassen. Mit
Hilfe der Jordan-Normalform l&sst sich das verallgemeinern. Ist ndmlich J die Jordan-Normalform der
Matrix A und ist B so, dass A = B~'.JB, dann gilt A" = B~1J"B. Zur Potenzierung von .J iiberlegt
man sich zunéchst, dass fiir beliebige Blockdiagonalmatrizen und fiir jedes n € N gilt

" (]
|

M

Es gentigt deshalb, sich zu iiberlegen, wie die n-te Potenz eines Jordan-Késtchens aussieht. Das haben
wir bereits im Beispiel nach Satz 89 getan.
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Satz 94. Sei A € K"*™ g0, dass das charakteristische Polynom keine irreduziblen Faktoren
vom Grad > 2 enthélt. Dann gilt: A ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpoly-
nom von A keine mehrfachen Nullstellen hat.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 93. m

Satz 95. Sei A € K"*" so, dass das charakteristische Polynom keine irreduziblen Faktoren
vom Grad > 2 enthélt. Dann gilt: Es gibt Matrizen P,Q € K"*" mit A = P + @, so dass P
diagonalisierbar ist und Q¥ = 0 fiir ein k € N.

Beweis. Nach Voraussetzung iiber das charakteristische Polynom hat A eine Jordan-Normalform J.J}
Dann gibt es Ji, Jo € K™*™ mit J = J; + Js, wobei J; eine Diagonalmatrix ist und Jo eine

obere Dreiecksmatrix, auf deren Diagonalen nur Nullen stehen. Als Diagonalmatrix ist J;
offensichtlich diagonalisierbar. Da J5 auf der Diagonalen nur Nullen hat, ist das charakteristi-

sche Polynom X", und nach dem Satz von Cayley-Hamilton folgt JJ = 0. Also bilden Ji, Jo

eine Zerlegung der gewiinschten Form fiir J.

Ist B € K™" so, dass A = B~'JB, so kénnen wir P = B~'J;B und Q = B~'J,B wihlen. m

Eine Matrix Q € K™*™ mit Q* = 0 fiir ein k € N heifit nilpotent.
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Teil VI

Skalarprodukte
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31 Metrische, normierte und euklidische Riume

In diesem und in den folgenden Abschnitten betrachten wir nur Vektorrdume iiber dem Korper K = R.
Die meisten Aussagen lassen sich (evtl. mit kleinen Anpassungen) auf Vektorrdume iiber K = C
iibertragen. Wir werden von der Betragsfunktion | - | auf R (bzw. C) Gebrauch machen und von der
Eigenschaft, dass R ein angeordneter Korper ist (d.h. es ist auf R eine Totalordnung < erklért, die
mit den Koérperoperationen in gewohnter Weise vertriiglich ist). Fiir z = « 4 iy mit =,y € R ist
|z| ;== \/x? + y? definiert. Man beachte, dass auch fiir komplexe Zahlen z € C der Betrag |z| stets reell
und nicht-negativ ist.

Eine niitzliche Eigenschaft von R ist, dass fiir jedes € R mit > 0 und jedes p € N\ {0} genau ein
y € R mit y > 0 und y? = x existiert. Man bezeichnet dieses y := ¥/ bekanntlich als die p-te Wurzel
(engl. root) von z.

Definition 60.

1. Sei M eine Menge und d: M x M — R eine Funktion, so dass fiir alle x,y,z € M gilt:

d(z,y) >0

dlz,y) =0 <= z=y
d(z,y) = d(y,x)

d(z,y) +d(y,z) = d(z, 2).

Dann heifit d eine Metrik auf M und das Paar (M, d) heift ein metrischer Raum.

2. Ein metrischer Raum (M, d), bei dem M ein Vektorraum iiber R ist, heifit metrischer
Vektorraum.

3. Sei V ein R-Vektorraum und || - ||: V' — R eine Funktion, so dass fiir alle z,y € V und
alle o € R gilt:

||| =0 <= =0

locz]| = [e [|]
[z +yll < llzll + llyll

Dann heift || - || eine Norm auf V und das Paar (V.|| - ||) heiit ein normierter Raum.

Beispiel.

1. Ist G = (V, E) ein Graph mit (v,w) € E <= (w,v) € F, und definiert man d: V' xV —
R durch d(v,v) = 0 und d(v, w) = Lénge des kiirzesten Pfades von v nach w (fiir v # w),
so ist (G, d) ein metrischer Raum.

2. Die Hamming-Distanz aus Abschnitt 23 ist eine Metrik auf M = Z%. Sie macht (Z3, d)
zu einem metrischen Raum, aber nicht zu einem metrischen Vektorraum, weil Z3 zwar
ein Vektorraum, aber kein R-Vektorraum ist.

3. Sei K ={(z,y,2) € R3: 22 +y?*+2% = 1} die Oberfliiche der Einheitskugel. Fiir je zwei
verschiedene Punkte a,b € K gibt es genau einen Kreis mit Mittelpunkt (0,0,0) durch
a und b. Die Punkte a und b teilen diese Kreislinie in zwei Kreisbogenstiicke. Definiert
man d(a,b) als die Lénge des kiirzeren Bogenstiicks, so ist d: K x K — R eine Metrik.
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4. Ist V ein R-Vektorraum und d eine Metrik auf V', so kann man d(z,y) als den Abstand
zwischen z und y interpretieren. Fiir V = R? ist zum Beispiel durch

d( (z1,22), (y1,52) ) == /(21 — 1) + (32 — 12)?

eine Metrik erklart.

5. Ist V ein R-Vektorraum und || - || eine Norm auf V', so kann man ||z| als die Linge des
Vektors x € V interpretieren. Fiir V = R? ist zum Beispiel durch

(21, 22)|| := 2} + 23
eine Norm definiert.

Fiir jede Norm || - || auf Vist d: V x V = R, d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik. Allerdings
kommt nicht jede Metrik in dieser Weise von einer Norm.

6. Sei (V|| - ||) ein normierter Raum und

0 falls z =y

d:VxV =R, dzy):= { lz| + [yl sonst

Dann ist d eine Metrik auf V', aber es gibt keine Norm || - ||" auf V, so dass d(z,y) =
|z — y||’ fiir alle x,y € V gelten wiirde, denn fiir eine solche Norm miisste gelten

shall = Nzl + 3llell = d(z, 32) = |z - 32| = d(= — 32,0) = 3l=|,
was fiir z # 0 nicht stimmen kann.

7. Fir jedes p € N\ {0} wird durch

(@1, wn)llp = &l + -+ [P

eine Norm auf R"™ erklirt. Auch

|(z1,...,20) |00 := max(|z1],..., |zn])
definiert eine Norm.

Fiir eine Norm || - || auf einem R-Vektorraum V nennt man die Menge K := {x € V :
lz|| = 1} die FEinheitskugel(schale) (engl. unit sphere) in V beziiglich der Norm || - ||
Fiir V = R? und die Normen |[-[|1,..., |- |5 und || ||sc haben diese Mengen die folgende
Gestalt:
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8. Fiir jedes p € N\ {0} wird auf dem Raum V = C([0, 1], R) durch

1
1fllp == /0 |f(x)|Pda:

eine Norm definiert.

9. Sei V C RN der Vektorraum aller Folgen (a,,)2%,, fiir die die Reihe o0 a2 konvergiert.
Dann wird durch

(an)nZoll =

eine Norm auf V erklart.

10. Sei V.= R™ ™. Sei || - ||, eine Norm auf R™ und || - ||;;, eine Norm auf R™. Fiir A € V
sei definiert

[A[l = sup{ [Az[|, : = € K},

wobei K die Einheitskugelschale in R™ beziiglich der Norm || - ||, ist. || Al ist also
die Lénge des lingsten Vektors im Zielraum R”, der das Bild eines Vektors auf der
Einheitskugel in R™ ist.

Im Sinn der Analysis ist die Menge K kompakt und die Abbildung x — ||Az||,, stetig.
Deshalb ist das Supremum sogar ein Maximum und es gibt einen Vektor v € R™ mit
[ollm =1 und [[Avll, = [|A]].

Die Abbildung || - || ist eine Norm auf V.

Definition 61. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Funktion (-|-): V' xV — R heifit Skalarprodukt
(engl. scalar product) auf V', falls fiir alle z,y, z1,z2 € V und alle oy, ag € R gilt:

1. (z|z) > 0und (z|r) =0 <= =0
2. (zly) = (ylz)
3. {aqz1 + asxa|y) = ar{x1|y) + az(z2ly)

Ist (-|-) ein Skalarprodukt auf V', so heifit (V, (:|-)) ein Skalarproduktraum oder ein euklidischer
(Vektor-)Raum.

Statt (V, (-|-)) schreibt man auch einfach V.
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Beispiel.
1. Im Raum R"™ wird durch

Mo 1

Tn Yn

ein Skalarprodukt erkldart. Man nennt es das Standardskalarprodukt. Wenn in konkre-
ten Beispielen in R™ das Skalarprodukt nicht explizit angegeben ist, wird meist dieses
gemeint sein.

Fiir z,y € R" ist das Standardskalarprodukt gerade die Matrixmultiplikation zy, wobei

x als Zeilen- und y als Spaltenvektor aufgefasst wird. Trotzdem sollte man besser nicht

xy schreiben, weil diese Notation auch bedeuten kénnte, dass x als Spaltenvektor mit

y als Zeilenvektor multipliziert wird. Das Ergebnis wére dann eine n x n-Matrix. Wir

erlauben uns aber die Notation x -y, wenn mit Missverstédndnissen nicht zu rechnen ist.
2. Auf 2 := {(a,)2, € RN : 3% a2 < 0o} wird durch

n=0""n
((an)nzol(bn)nzo) = Zanbn
n=0

ein Skalarprodukt definiert. (Beachte, dass auf der rechten Seite stets eine konvergente
Reihe steht.)

4 2 1
3.SeiV=R3und A= (2 2 1]|.Durch
1 11

(aly) := 2 Ay

wird auf V' ein Skalarprodukt erklért, das vom Standardskalarprodukt verschieden ist.
Im Ausdruck zAy ist dabei z als Zeilenvektor und y als Spaltenvektor zu verstehen, so
dass tAy = x - A -y im Sinn der Matrixmultiplikation eine Zahl ergibt.

Dass es sich bei (-|) um ein Skalarprodukt handelt, erkennt man durch Nachrechnen der
notigen Gesetze: die Linearitét ist offensichtlich, und die Symmetrie folgt direkt daraus,
dass A eine symmetrische Matrix ist (d.h. A = AT). Es ist auch klar, dass (0/0) = 0.
Weniger offensichtlich ist die Eigenschaften (x|z) > 0 und (z|zr) = 0 = = = 0. Dass
diese auch erfiillt sind, folgt aus der Beobachtung

z1
(z1,72,23) A | 2
x3
= 437% +4x129 + 2x§ + 2x1x3 + 20903 + azg
= (21 + 22 + 23)* + (z1 + 22)* + 227,
denn eine Summe von Quadraten ist immer nicht-negativ und wird nur dann Null, wenn

alle Summanden Null sind. Und offenbar gilt 1 = 0Az1 + 2o =0Az1 + 22+ 23 =0
nur fir x1 = 9 = x3 = 0.
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4. Sei w € C([—1,1],R) eine beliebige Funktion mit w(x) > 0 fiir alle z € [—1, 1]. Dann
wird durch .
(o) = [ wla)f @)z
ein Skalarprodukt auf C([—1, 1], R) erklért.

Bei Vektorrdumen iiber C statt iiber R kénnen Skalarprodukte im allgemeinen komplexe Werte an-
nehmen. Man verlangt aber, dass (z|x) fiir alle = reell ist. Nur dann kann man die erste Bedingung
iiberhaupt formulieren, weil auf C ja gar keine Ordnungsrelation erklért ist.

Statt der Symmetrie (z|y) = (y|x) fordert man die Eigenschaft (z|y) = (y|x), wobei u +iv := u — iv
die komplex-konjugierte Zahl zu u + iv € C ist. Man sagt, die Abbildung (:|) ist hermitesch.

Wegen (u + iv)(u + iv) = u? 4 v? ist fiir jede komplexe Zahl 2 € C das Produkt zZ eine nichtnegative
reelle Zahl. Fiir z € R C C gilt z = Z, so dass sich Hermiteschheit als Verallgemeinerung der iiblichen
Symmetrie auffassen lésst.

Das Standardskalarprodukt in C™ ist definiert durch

1 Y1
({11 D=1+ + 2.

X n yn

Fiir Skalarprodukte iiber reellen Rdumen folgt aus der Linearitét im ersten Argument und der Sym-
metrie, dass sie auch linear im zweiten Argument sind: (x|B1y1 + Bayz2) = Si{z|y1) + Ba2{z|y2). Fiir
komplexe Skalarproduktraume gilt das nicht! Stattdessen gilt hier nur (z|y; +y2) = (z|y1) + (x|y2) und
(z|By) = B{z|y). Das erste und das zweite Argument verhalten sich also leicht unterschiedlich. Dabei
ist es eine Konventionsfrage, welches der beiden Argumente das erste und welches das zweite Argument
ist. Statt (az|y) = a(zly), (z|By) = B(z|y) findet man manchmal auch die Variante (az|y) = a(z|y),
(z[By) = Blxly).

Wir werden hier weder die eine noch die andere Version propagieren sondern uns auf den Fall reeller
Skalarproduktrdume beschrinken. Im folgenden ist mit einem Skalarproduktraum immer ein reeller
Skalarproduktraum im Sinn von Definition 61 gemeint.

Satz 96. Sei V ein Skalarproduktraum und || -||: V' x V' — R definiert durch ||z|| := /(x|z).
Dann ist || - || eine Norm und fiir alle z,y € V' gilt:

1. (z|y)? < (z|z) (y|y) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
2. lz+yll> + |z — y||* = 2||=|* + 2||y||* (Parallelogrammgleichung)
3. Azly) = [z +yl* - [l= — y|I?

4. (zly) =0 <= |lz* + lly]|* = ||z + y||* (Pythagoras)

Beweis. Dass || - || eine Norm ist, kann man selbst iiberpriifen. Seien z,y € V.

1. Falls y = 0 ist, ist die Aussage offensichtlich wahr. Wir betrachten den Fall y # 0. Dann
gilt (y|y) # 0, und fiir alle o € R gilt

0 < (2 + aylz + ay) = (z[z) + 2a(z|y) + o*(yly).
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Fiir die spezielle Wahl o = —(z|y)/(y|y) folgt daraus

(.%":E) _ <$|y>

>0,

und daraus die Behauptung.

2. lz+yl?+ llz —yll? = (= +ylz + y) + (@ — ylz — y) = (z]z) + 2(z|y) + (yly) + (z]z) -
2(zly) + (yly) = 2(xlz) + 2(yly) = 2|||> + 2|ly||*.

3oz +yl? = llz—yll? = (z+ylz +y) — (& —ylz—y) = (x]z) + 2(zly) + (yly) — (z]z) +
2(z|y) — (yly) = 4(zly).

4. folgt aus [lz + y|* — [lz]|* — [lylI* = (z + ylz +y) — (z]2) — (yly) = 2(z[y). =

Vektorraum metrischer Raum

~

metrischer Vektorraum

normierter Vektorraum

Skalarproduktraum

Konvention: Sofern nichts anderes vereinbart ist, werden wir bei Skalarproduktriumen die Notation
(-]-) fiir das Skalarprodukt und die Notation || - || fiir die zugehorige Norm verwenden (also ||z|| =

ASENE

Satz 97. Ist V ein R-Vektorraum und (:|-): V' x V — R ein Skalarprodukt auf V', dann gibt
es ein v* € (V@ V)*, so dass fiir alle z,y € V gilt (z|y) = v*(z ® y).

Beweis. Sei B eine Basis von V. Dann ist B x B eine Basis von V ® V. Jedes Funktional
v* € (V@ V)* ist eindeutig festgelegt durch die Werte v*(by ® bo) fiir alle by, by € B, und fiir
jede Wahl von Werten gibt es genau ein passendes Funktional (Satz 51). Definiere also

v VRV SR

durch v*(by ® ba) := (b1|be) fiir alle by, by € B.

Sind dann z,y € V beliebig, etwa z = >""" | a;b; und y = " | B;b; fiir gewisse by,...,b, € B
und a1, ...,Qn, 81, .., 8 € R, so gilt

vﬂx@y)zvﬂijm@Cﬁ}:&@)ZU%EZE:%ﬂK@®@»
i=1 i=1

i=1 j=1

=3 Nt @b) = > i (bilby)

i=1 j=1 i=1 j=1
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= ai(bi] > Bibs) = O aubil > Biby)
i=1 j=1 i=1 3=1
= (x|y). L]

Definition 62. Sei V ein Skalarproduktraum.

1. Zwei Elemente x,y € V heiflen (zueinander) orthogonal oder (aufeinander) senkrecht
(engl. perpendicular), falls (x|y) = 0 gilt. In diesem Fall schreibt man auch z1Ly.

2. Zwei Teilmengen X,Y C V heiflen (zueinander) orthogonal oder (aufeinander) senk-
recht, falls fiir alle z € X und alle y € Y gilt x ly. In diesem Fall schreibt man X 1Y

3. Sei M eine Teilmenge von V. Dann heifit
Mt :={zecV|VyeM:zly}

das orthogonale Komplement von M.

Fiir € V schreibt man statt {z}* auch einfach z*.

Beispiel.

1. Fiir alle z € V gilt (x]|0) = 0, d. h. der Nullvektor steht senkrecht auf jeden Vektor. Fiir
x € V\ {0} gilt (z|x) # 0, d.h. auBler dem Nullvektor steht kein Vektor senkrecht auf
sich selbst.

Vorsicht: Zwei Ebenen im R3, die sich ,rechtwinklig® schneiden, wie z.B. die (z,y)-
Ebene und die (z, z)-Ebene, stehen nicht im Sinn von Teil 2 der Definition senkrecht
aufeinander, weil dazu alle Vektoren in der Schnittgeraden (im Bsp. die Punkte auf
der z-Achse) senkrecht auf sich selbst stehen miissten. Der einzige Vektor, der auf sich
selbst senkrecht steht, ist aber der Nullvektor. Es gilt also X 1Y = X NY C {0} fiir
alle X, Y C V.

2. Sei V =R3 und sei (-|-) das Standardskalarprodukt. Betrachte M = {(1,2,1)}. Wegen

T 1 T1 1 -2
(lz2]1[2])=0 <= x1+222+23=0 <= |22 €(| O |, 1]
I3 1 T3 —1 0

ist M+ die Ebene, die von (1,0, —1) und (—2,1,0) aufgespannt wird.

. (1,2,1)

T3

I

ML
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3. Umgekehrt: Betrachte die Ebene
2
E=([-1],]0]) CcR®.
1

Ein Vektor (x1,x2,23) € R gehort genau dann zum orthogonalen Komplement EL
wenn fir alle aq, g € R gilt

T 1 2
(lz2 ] |aa | =1 +a2|0])=0.
T3 1 1

Wegen der Linearitdt des Skalarprodukts sind diese Vektoren (z1,z2,23) genau jene,
fiir die gilt

T 1 X1 2
(a2 |11y =[] 1|0]))=0
T3 1 I3 1
=63 )0
2 0 1 0
T3
I —1
< | T2 €< 1 >
T3 2

Daraus folgt, dass E+ die Gerade durch (0,0,0) und (—1,1,2) ist.

Diese Information kann man zum Beispiel dazu verwenden, einen gegebenen Punkt
p € R? an der Ebene E zu spiegeln. Man nutzt aus, dass die Vektoren (1, —1,1) und
(2,0,1), die FE aufspannen, zusammen mit dem Vektor (—1,1,2), der E+ aufspannt,
eine Basis von R? bilden. Aus einer Koordinatendarstellung des Punkts p beziiglich
dieser Basis lasst sich leicht die Koordinatendarstellung des an E gespiegelten Punktes
berechnen: Ist

1 2 -1
p=ay|—-1]4+a |0 +as| 1 |,
1 1 2
so ist
1 2 -1
p=a1|-1]+as (0] —a3| 1
1 1 2

der Bildpunkt.
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T

yo

E

4. Der Raum R* sei versehen mit dem Skalarprodukt

21 10

(2]y) = 1 2 1 2
=Ty 13 o)

0 2 0 1

Dann gilt

1 1 6 6
2 -1 -2 2
4 -1 5 1

Beachte, dass diese Mengen nicht beziiglich des Standardskalarprodukts senkrecht auf-
einander stehen. Zum Beispiel gilt

— 440

N
|
(@)}

5. Im Raum ¢? stehen die Folgen (a,,)%, und (b;,)%, mit
an, =3(1/2)" —4(1/3)", b, =9(1/2)" — 8(1/3)"

aufeinander senkrecht, denn es gilt

((@n)nzol(bn)nzo) = Zanbn
n=0

n

= lim Y (3(1/2)* — 4(1/3)*)(9(1/2)" — 8(1/3)")

n—00
k=0
. (2n+1 _ 3n+1)2 -
= =0

6. Im Raum C([0, 27], R) mit dem Skalarprodukt

2
(flg) = ; f(z)g(z)dx

stehen die Funktionen sin und cos senkrecht aufeinander.
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7. Betrachte die Rdume R™ und R™ zusammen mit dem Standardskalarprodukt. Sei A €
R™*™_ Dann gilt ker AL coim A und coker AL im A. Dieser Sachverhalt wurde in der
schematischen Zeichnung auf Seite 119 schon angedeutet.

Um das einzusehen, betrachtet man am besten ein Beispiel. Ist zum Beispiel

O O O
O O = O
O O ot
o= O O
O W N O

die Treppennormalform von A € R**?, so bilden die von Null verschiedenen Zeilen von
T eine Basis von coim A. Das sind in diesem Fall

© O Ut O =
N O N = O
W= O O O

Basisvektoren von ker A erhélt man durch Auffiillen von 7" mit negativen Einheitsvekto-
ren als zusétzlichen Zeilen und Extraktion der Spalten, in denen die neuen —1-Eintréige
zu liegen kommen. Im vorliegenden Fall wéren das

5 9
7 2
11,1 0
0 3
0 ~1

Wie man sieht, steht jeder Vektor aus der Basis von coim A senkrecht auf jedem Vektor
in der Basis von ker A. Wegen der Linearitét des Skalarprodukts muss dann auch jeder
Vektor von coim A senkrecht zu jedem Vektor in ker A sein.

8. Betrachte den Raum R" zusammen mit dem Standardskalarprodukt. Sei A € R"™*"
symmetrisch, seien A1, Ao zwei verschiedene Eigenwerte von A. Dann gilt Ey, LE),.

Zum Beweis betrachte man beliebige v; € E), und vy € E),. Aus Av; = Ajv; und
Ave = doug folgt voAvy = Ajwevy und viAvy = Agvivs. Weil A symmetrisch ist, gilt
vaAvy = v1 Avg, und weil aulerdem vov; = vivy gilt, folgt Adjvive = Agvjve, also (A1 —
A2)vive = 0. Wegen \; # Ao folgt v1ve = 0, wie behauptet.

Satz 98. Sei V ein Skalarproduktraum und M C V. Dann gilt:

1. M+ ist ein Untervektorraum von V.
2. (M) C (M+)*.

3. MJ_ = mmEM{m}L'
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Beweis.

1. Zu zeigen: M+ # () und fiir alle 2,y € M+ und o, 8 € R gilt ax + By € ML,
Fiir alle m € M gilt (m|0) = 0, also ist auf jeden Fall 0 € M~ und damit M # 0.
Seien nun z,y € M+ und a, 8 € R beliebig.
Nach Definition von M~ gilt dann (z|m) = (y/m) = 0 fiir alle m € M. Wegen der
Linearitét des Skalarprodukts folgt daraus

(o + Bylm) = afz|m) + S(y|m) = 0

fiir alle m € M, und also ax + By € M.

2. Sei x = aymy + -+ + apmy fir gewisse ag,...,ar € Rund mq,...,mp € M.
Zu zeigen: x € (M*)*, d.h. fiir alle v € M+ gilt (x|v) = 0. Sei v € M+. Nach Definition
von M+ gilt (v|m) = 0 fiir alle m € M, insbesondere fiir my, ..., my. Deshalb gilt

(v|x) = (x|v) = (@1m1 + - - - + agmg|v)
= ap(mi|v) + - - + agp(mglv)
= ay(vlmy) + - - + ag(vlmy)
=0.

Daraus folgt die Behauptung.

3. Sei x € V beliebig. Dann gilt

reMt = VmeM:alm < VmeM:ze{m} < ze () {m}" =
meM

32 Positivdefinitheit

Im Beispiel zu Definition 61 haben wir gesehen, dass es Matrizen A € R™ "™ gibt, fiir die durch
(x]y) = xAy ein Skalarprodukt erklirt wird. Aber offenbar kommen fiir eine solche Definition nicht
alle Matrizen A € R™*"™ infrage. Zwar gilt die Linearitéit fiir jede Wahl von A, aber die Bedingung
(z|y) = (y|z) in Definition 61 erzwingt, dass A = AT gelten muss, denn aus der Bedingung x Ay = yAx
folgt fur die spezielle Wahl x = e;, y = e, dass der (4, j)-Eintrag von A identisch mit dem (j, ¢)-Eintrag
von A sein muss.

Als drittes soll nach Definition 61 gelten, dass fiir alle z € R™ \ {0} gilt x Az > 0. Auch das ist nicht
fiir jede Matrix A € R™*" der Fall, zum Beispiel gilt

o 0)(0)=-1<0
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Definition 63.

1. A € R™™ heifit symmetrisch, falls A= AT gilt.
2. Eine symmetrische Matrix A € R™"*™ heifit

o positiv definit, falls V z € R™\ {0} : zAz > 0.
o negativ definit, falls V x € R™ \ {0} : Az < 0.
e positiv semidefinit, falls V x € R" : x Az > 0.
e negativ semidefinit, falls V. x € R™ : z Az < 0.

e indefinit in allen anderen Fillen.

Beispiel.

1. A= (; ?) € R2*2 ist symmetrisch. Fiir jeden Vektor z = (x1,z2) € R? gilt

(1: :E) 1 2 X1 _(w x) T1 + 229
LE2)\g 5) \ay) — V02 \ 22 + 5y

= z1(x1 + 2x9) + x2(221 + Hx2)
= 22 + 4z 129 + B

= (z1 4 222)* + 23 > 0.
Damit ist A zumindest positiv semidefinit. Wegen

(z1 4+ 222)* + 25 =0
<— x1+2x9=0Ax9=0
<— x1=x2=0

ist A sogar positiv definit.

2. Fiir jede symmetrische Matrix A € R™*" gilt: A ist positiv (semi-)definit <= —A ist
negativ (semi-)definit.

AuBlerdem gilt: Jede positiv definite Matrix ist positiv semidefinit, aber nicht jede positiv
semidefinite Matrix ist positiv definit.

3. A= (1 _01> ist indefinit, denn

0
(1,0) <(1) _01> (é) —1>0
and (0,1) <(1) _01> (g’) __1<0.

Satz 99. Jede symmetrische Matrix in R™*™ ist diagonalisierbar.
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Beweis. Sei A € R™*™ symmetrisch. Zunéchst ist zu zeigen, dass das charakteristische Po-
lynom yx von A in R[X] vollstindig faktorisiert. Sicher tut es das, wenn man es als Polynom
in C[X] auffasst, weil C algebraisch abgeschlossen ist. Ist aber A = a + ib € C ein Eigenwert
von A und ist v € C™\ {0} ein Eigenvektor zu A, so lisst sich v schreiben als v = u + iw fiir
gewisse u, w € R™. Dann gilt

Av = v
A(u + iw) = (a 4 1b)(u + iw)
Au + iAw = (au — bw) + i(bu + aw),

also Au = au — bw und Aw = bu + aw, also
u(Aw) =buu+auw und w(Au) = avw — bww.

Wegen der Symmetrie von A gilt uAw = wAu, und deshalb folgt aus den obigen beiden
Gleichungen b (u - u) = —b(w - w), also b((u - u) + (w - w)) = 0. Wegen v # 0 ist u # 0 oder
w # 0, daher u-u # 0 oder w-w # 0, jedenfalls aber v -« > 0 und w-w > 0, also muss b = 0
sein.

Damit ist gezeigt, dass fiir jeden komplexen Eigenwert z = a + ib der Imaginérteil b Null
ist, d.h. alle Eigenwerte sind reell, d.h. das charakteristische Polynom x von A in R[X]
faktorisiert vollsténdig.

Nach Satz 94 bleibt zu zeigen, dass das Minimalpolynom keine mehrfachen Nullstellen hat.
Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jeden Eigenwert A gilt ker(A — \I,,)? C ker(A — \I,,).

Sei also x € ker(A — AI,,)%. Dann gilt

(A—A,)%2 =0
= (A — /\In)(A AL )a: =0
= (2(A-M,)")((A=A,)z) =0
= ((A=X,)z) - ((A- )\I :c) =0
= (A= X))z =0
= x € ker(A — \I,,). "

Satz 100. Sei A = ((a;;))}';=; € R™" eine symmetrische Matrix. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. Alle Eigenwerte von A sind positiv.

2. Durch (z|y) := 2 Ay wird auf R" ein Skalarprodukt erklért.
3. A ist positiv definit.

4. Fiir alle k= 1,...,n ist ((ai;));;=; € R¥¥ positiv definit.
5. Fiir alle k = 1,...,n gilt det((a;;))f;—; > 0.

6. Es gibt eine Matrix B € GL(n,R) mit A = B B (Cholesky-Zerlegung).
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Beweis.

(1)=(2). Zu zeigen: V x € R™\ {0} : Az > 0.
Da A symmetrisch ist, ist A nach Satz 98 diagonalisierbar. Daraus folgt, dass R =

Ey, @--- @ E),, wobei A1, ..., A\ die Eigenwerte von A sind. Diese sind nach Annahme
positiv.

Sei z € R™ \ {0} beliebig. Dann gibt es x; € E),,...,x; € E), mit z = 21 + - -+ + .
Daher

k
rAr = (v1+ -+ ap) Az + -+ o) = Z NiTiTi + Z NiZi ;.
i=1 i#j
Der erste Term ist sicher positiv, weil alle A\; positiv, alle z;z; nicht-negativ und we-
nigstens ein x; nicht Null ist. Der zweite Term ist Null, weil Eigenrdume beziiglich
des Standardskalarprodukts senkrecht aufeinander stehen (vgl. das letzte Beispiel nach
Definition 62).

(2)=(3). klar.
3)=(4). Zuk e{1,...,n} sei Ay := ((aij))F;_, € RF*¥.
Zu zeigen: ¥V x € RF\ {0} : Az > 0.

Sei x = (x1,...,75) € R¥\ {0} beliebig. Fiir den Vektor & = (z1,...,2,0,...,0) €
R™\ {0} gilt dann z Az = £AZ. Da A nach Annahme positiv definit ist, folgt zAxx > 0.

(4)=-(5). Wir schreiben wieder Ay = ((a7;7j))ﬁj:1 firk=1,...,n.
Die Determinante det Ay ist das Produkt der Eigenwerte von Ag. Ist das nicht positiv,
so ist zumindest ein Eigenwert nicht positiv, etwa der Eigenwert A < 0. Ist dann = €
R\ {0} ein Eigenvektor zu ), so wire 2 A,z = x - (Ax) = A(x - ) < 0, im Widerspruch
zur Positiv-Definitheit von Ay.

(5)=-(6). Wir schreiben wieder Aj; = ((ai,j))ﬁjzl fir kK =1,...,n und beweisen die Behaup-
tung durch Induktion nach k.

Fir k =11ist A = a;1 = det(A;) > 0, d.h. wir kénnen B = ,/a;; nehmen.

Ap-1  ag

ap  Agk

duktionsvoraussetzung gibt es eine Matrix Bi_; € GL(k—1,R) mit Ay = B,;rlek_l.
Insbesondere ist A,_1 invertierbar. Betrachte die Matrix

T <Ik1 —A;:_llak> ‘

Induktionsschluss k — 1 — k: Sei a, € R¥! so, dass Ay, = < > ist. Nach In-

0 1
Dann gilt det(7) = 1 und

A1 0 >
TTALT = _ .
g < 0 apk—apdy’ ak

Fiir o = a1, — akA,;llak gilt

_ det(TTALT)  det(Ay)

= 0.
det(Ax_1) det(Ax—1) g
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Wir konnen deshalb

_(Bk-1 O -1
B’“‘( 0 \/a>T

setzen und erhalten wie gefordert

e (B ) (B ) (b e

(6)=(1). Es sei || - || die zum Standardskalarprodukt gehorige Norm. Sei A € R ein Eigenwert
von A und x # 0 ein Eigenvektor zu A. Nach Voraussetzung gilt A = BT B fiir eine
invertierbare Matrix B. Aus Az = Az folgt xAx = \||z||?. Andererseits gilt

tAx = ¢B' Bx = (Bz) - (Bz) = || Bz|)?,

also ||Bz||? = M||z||>. Wegen = # 0 gilt ||z]|?> > 0 und da B invertierbar ist, gilt auch

| Bx||? > 0. Daraus folgt A > 0. ]
3 21
Beispiel. Die Matrix A= [2 2 1] ist positiv definit, weil
1 1 1

3 2

det(3) =3 >0, det (2 5

32 1
):64:2>0, det [2 2 1] =1>0.
111

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von —X3 4+ 6X? — 5X + 1. Diesem Polynom lisst
sich nicht ohne weiteres ansehen, dass all seine Nullstellen (reell und) positiv sind.

33 Orthogonalsysteme

Definition 64. Sei V ein Skalarproduktraum und B C V' \ {0}.
1. B heifit Orthogonalsystem (OS), falls V b, b’ € B: b # b = (b|t/) =0

2. B heiit Orthonormalsystem (ONS), falls B ein Orthogonalsystem ist und zusétzlich gilt
Vbe B:(bb) =1.

3. B heiit Orthogonalbasis (OB) von V, falls B zugleich Orthogonalsystem und Basis von
V ist.

4. B heit Orthonormalbasis (ONB) von V| falls B zugleich Orthonormalsystem und Basis
von V ist.
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Beispiel.

1. Fiir V= R"” und das Standardskalarprodukt ist die Standardbasis {e1,...,e,} eine
ONB.

2. Fiir V = R? und das Standardskalarprodukt ist auch
1 /1 1 1
B={— ,—
G 0) 7 ()

3. Ist B ein OS eines Vektorraums V', so ist {\/ﬁb :b € B} ein ONS.

eine ONB.

4. Sei V = R2. Beziiglich des Skalarprodukts

iy i= (5 1)

ist {G), (_12)} eine Orthogonalbasis.

Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, dass Orthogonalitdt von der Wahl des
Skalarprodukts abhéngt. Die iibliche Orthogonalitit bezieht sich aufs Standardskalar-
produkt.

5. Im Raum V = ¢? bildet die Menge aller Folgen

1 fallsi=n
ei: N>R, ein)= { 0 sonst

ein Orthonormalsystem (aber keine Basis!).

6. Im Raum V = C([—1,1],R) mit dem Skalarprodukt

1
(flg) = / Falgo) do

ist z.B. {x — 1,2 — z,2 —~ (322 —1), 2 — (52— 3z)} ein Orthogonalsystem. Davon
iiberzeugt man sich leicht durch Nachrechnen.

Ein anderes Orthogonalsystem ist
{z = sin(nmz) :n € N\ {0}} U{z — cos(nmz) : n € N}.
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7. Die Folge (T,,)2, in R[X] ist rekursiv definiert durch
T():l, T :X, Tn+2:2XTn+1—Tn (TLGN)

Die Polynome 7;, heiflen Chebyshev-Polynome (erster Art). Man zeigt leicht durch In-
duktion, dass degT),, = n fiir alle n € N gilt. Daraus folgt, dass {7, : n € N} eine Basis
von R[X] ist.

Auf R[X] wird durch

1
(plg) = / 1 \/11_7p(w)q(:v)dx

ein Skalarprodukt erklért.

Man kann dann durch Induktion nachrechnen, dass fiir alle n,m € N gilt

0 falls n # m
(Th|T) =< falls n =m =0
w/2 fallsm=m#0

Also bildet {T}, : n € N} eine Orthogonalbasis von R[X] beziiglich des Skalarprodukts
(-])-
Satz 101. Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhéngig.

Beweis. Sei M ein OS und seien x1,...,x, € M paarweise verschieden, ai,...,a, € R so,
dass ajz; + -+ - + apx, = 0. Zu zeigen: a3 = -+ = a,, = 0.

Sei i € {1,...,n} beliebig. Dann gilt

0= (0]z;)
= (1w + -+ apxy|x;)
= ap(x1|z;) + - + o (@n|zs)

= a{xi|z;).

Da z; als Element eines Orthogonalsystems nicht Null ist, ist (x;|z;) # 0. Darum muss o; = 0
sein. ]

Satz 102. Sei V ein Skalarproduktraum und B eine ONB von V. Dann gilt:
1. Fiir jedes z € V gibt es hochstens endlich viele b € B mit (z|b) # 0.
2. Firalle z € V gilt © = 3, 5 (x[b)b.
3. Ist n = dimV < oo, sind z,y € V und sind z,y die Koordinatendarstellungen von

x,y beziiglich B, so gilt (z|y) = zy, d.h. das Skalarprodukt auf V entspricht dem
Standard-Skalarprodukt in R™.
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Beweis.

1. Sei x € V beliebig. Dann existieren by,...,b, € B und a1,...,a, € R mit z = a1b; +
-+« + apby, weil B eine Basis von V ist. Fiir alle b € B\ {b,...,b,} gilt dann

(1B} = a1 (B1]B) + -« + nbult) =0,
weil B ein OS ist.
2. Sind x € V und by,...,b, € B, a1,...,a, € R wie oben, so gilt
(x|bi) = a1(b1]bs) + - - - + an(bp|bi) = a;(bi|b;) = oy,
weil B ein ONS ist. Zusammen mit (z|b) = 0 fiir b € B\ {by,...,b,} folgt

n n

v = b =Y (xlbi)bi = > (x|b)b.

=1 i=1 beB

3. Sei B ={by,...,b,} die ONB. Seien z,y € V beliebig, etwa x = a1b; + - - - + o, b, und
y = P1b1 + -+ - + Bpby, fiir gewisse ay, ..., an, B, ..., 0, € R. Dann gilt:

(@ly) = O ibil Y Bibs) = D> ciB(bilbs) = > o =
i=1 j=1 k=1

i=1 j=1

o1 b1

Qn Bn

Eine Folgerung von Teil 2 ist die sogenannte Parsevalsche Gleichung
> = 7 (el
beB
die immer gilt, wenn B eine ONB ist.
Ist B nur ein ONS und ist B abzihlbar, so gilt immer noch die sogenannte Besselsche Ungleichung
lal? > 3 talty?
beB
fiir alle z € V. Dabei kann die Summe auf der rechten Seite unter Umsténden unendlich viele Terme

haben, aber sie ist dann immer konvergent.

Satz 103. Sei V ein Skalarproduktraum, A ein endlich-dimensionaler Unterraum von V/,
{a1,...,a,} eine ONB von A, x € V beliebig und z = )" ; (x|a;)a;. Dann gilt:

1. VacA:xz—Zla.

2.VacA:|lz—z|| <|z—al.
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Beweis.

1. Sei a = ajaq1 + -+ + aya, € A beliebig.

Nach Definition von z gilt (z|a;) = (x|a;) fiir alle i. Daraus folgt
n n

(@la) =Y ail@lai) =) ailzla;) = (x]a),
i=1 i=1

und daraus (z — Z|a) = 0, wie behauptet.
2. Sei a € A beliebig. Dann gilt

(x—alr—a)=(r—Z+T—alx—Z+%—a)
=@x—-Zlr—2)+ (T —alr—Z)+{x —Z|T —a)+ (T — a|T — a)
N——" N—— R ,

€A €A >0
=0
> (r — x|z — T).
Daraus folgt die Behauptung. =
Beispiel.
1 1
1. Sei V = R? ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt, A = ({0 |, 1 |) C V,
1 -1
1
x = | 1]. Die angegebene Basis von A ist orthogonal aber nicht orthonormal. Eine
1
1 1 1 1
ONBistz.B.{—=|0|,—= | 1 |}. Damit bekommen wir
V2] V3
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
z=(—|(0]||]|1]) +{(— 1 1 ]|[1])— | 1
2\1) \1) V2 \1) v3\1) 1) v3\Ly
1 1 1 1 4
1 —1 2

Geméaf Teil 1 ist Z der Schnittpunkt der Ebene A mit der Geraden durch z, die senkrecht
auf dieser Ebene steht. Gemafl Teil 2 gibt es in der Ebene A keinen Punkt, der niher
an x liegt als .

2. Sei V = C([—1,1],R) ausgestattet mit dem Skalarprodukt

1
(flg) = / J@(a)d
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Wir haben im Beispiel nach Definition 64 gesehen, dass {z — 1, z — z, z — $(3z% —
1), z — 3(52% — 3z)} ein Orthogonalsystem beziiglich (-|-) ist. Durch Skaherung dieser
Funktionen kommt man zum Orthonormalsystem

(2> \}Eaz = \/gxx - \/g(sﬁ 1),z \/Z(E)x?’ ~ 32))

Es sei A C V der Unterraum, der von diesen Funktionen erzeugt wird. Die Funktion
f = (x— e") € V liegt nicht in diesem Unterraum. Die Orthogonalprojektion f von f
auf A lautet

_x):/l\lfetdtl
/ “tedt
o/
/

=X

ﬁ

'—',_.

| ~I] o] e &y

(3t2 — 1) e'dt \/g (322 — 1)
3_ Tie 3
+ (5t° — 3t) e'dt \/;(51' — 3x)

(=3(e® — 11) + 15(7e* — 51)z + 15(e® — 7)2* + 35(—5e* + 37)z?).

1
1
" e

Beziiglich der von (-[-) induzierten Norm gibt es kein Polynom vom Grad < 3, das néher
an f liegt als f. Der Abstand ist

If— fll—\// ))2dz ~ 0.0047

. Seien V und (-|-) wie zuvor und betrachte noch einmal f = (z — e%) € V. Jetzt sei

A = ((x + sin(nmz)) : n € N\ {0}).

Fiir beliebiges n € N\ {0} gilt

1
(f|(x > sin(nmx))) = /_1 sin(nmx)e”dx
(1 —e*)ncos(n) + (1 + €?)sin(n)

= =: Q.

(n? +1)e

Damit erhalten wir eine Folge von Approximationen
n
fn: [_171] _>R7 fn(m) Zzansin(mm:),

die sich immer naher an f annihern. Es ist ndmlich f, die Projektion von f auf den
Raum

A = {(z—sin(krz)) : k=1,...,n),
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Satz
Setze

und wegen A; C Ay C --- und Teil 2 des Satzes kann die Qualitit der Approximation
bei steigendem n nicht schlechter werden.

Damit ist aber noch nicht gesagt, dass die Funktionenfolge (f,,)>2, gegen f konvergiert.
Tatséchlich kann sie das nicht, denn fiir alle n € N\ {0} gilt auf jeden Fall f,(0) =
0 # 1 = f(0). Die Grenzfunktion lim,_, f,, (falls sie denn existiert) ist nur die beste
N#herung an f, die mit den Funktionen in A moglich ist.

Um eine wirklich gute Approximation zu bekommen, muss man A so wihlen, dass sich
jedes Element von V erreichen ldsst als Grenzfunktion einer Funktionenfolge in A. Eine
bessere Wahl ist zum Beispiel der Raum A, der von

{(z— \}5)} U{(x — sin(mnx)) : n € N\ {0}} U{(z — cos(mnz)) :n € N\ {0}}

erzeugt wird. Fiir die Folge (g, )52, definiert durch

e—e !

gn: [1,1] = R, gu(x) =

+ Z(f\(w + sin(mnx))) sin(mnr)

k=1
+ ) {fl(x ~ cos(mna))) cos(mnx)
k=1

bekommt man deutlich bessere Approximationen, zumindest im Inneren des Definiti-
onsbereichs.

104. (Gram-Schmidt) Sei V' ein Skalarproduktraum und {by, b, ... } linear unabhéngig.
1
up = bla V1 = 57— u1,
[l |
1
uz = by — (ba|v1)v1, Vg = T U2,
[uz]]
n—1 1
Up = On — Z<bn|vk>vk7 Un = 777 Un,
2 Tan

230



Dann ist {v1,v2,...} eine ONB des Unterraums (by,bs,...) von V.
Insbesondere gilt: Ist dim V' < oo, so hat V' eine ONB.

Beweis. Wir zeigen induktiv, dass (b1,...,b,) = (v1,...,v,) fiir alle n € N, und dass
{v1,...,vp} ein ONS ist.
Fiir n = 1 ist das klar. Induktionsschritt n — 1 — n:

1. Aus der Definition von w, und v, folgt b, € (u,) + (v1,...,vp—1) = (v1,...,v,) und
wegen der Induktionsvoraussetzung auch u,, € (b,)+(vi,...,vp—1) = (b1,...,by). Damit
gilt (vi,...,vn) = (b1,...,bpn).

2. Aus der Definition von u,, und Satz 102 Teil 1 folgt u,Lv; fir allei =1,...,n—1. Aus

der Definition von v, folgt dann v, Lv; und ||v,|| = 1 fiir alle 3. m

Das Verfahren aus Satz 103 hat eine anschauliche geometrische Interpretation. Aus dem n-ten Basis-
vektor b, wird der n-te Vektor v, der ONB in zwei Schritten gewonnen. Im ersten Schritt projiziert

man b, orthogonal auf den Unterraum (by, . o bn—1), der von den schon behandelten Vektoren aufge-
spannt wird. Satz 102 sagt, wie das geht. Ist b, das Resultat dieser Projektion, so muss u, := b, — b,
im orthogonalen Komplement von (by,...,b,_1) liegen. Im zweiten Schritt skaliert man u,, auf einen

Vektor, der in die gleiche Richtung wie u,, zeigt und die Lénge 1 hat.

bn

Uy, = b, — by,

|
I

Beispiel.

1. Betrachte V = R3 mit dem Standardskalarprodukt und

1 1 1
B={|o]|,[1].[2]}
o/ \1/ \3

Wir berechnen eine ONB von V' mit dem Verfahren aus Satz 103:

— _m =) OO
4
v,
\

S O =

S ‘
[\V]
[y
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Man erhilt also die ONB

1 1 0 1 0
(RS

. Bei der Berechnung von v,, aus u,, ist zu beachten, dass die Norm verwendet wird, die
zum Skalarprodukt gehért, also ||z|| = /(x|z) (z € V). Ist zum Beispiel V = R3 mit

dem Skalarprodukt
2 10
<-’L‘y>x(1 2 O)y
00 3

ausgestattet, und ist B wie oben, so liefert das Verfahren

1
(pla) :=/ p(2)q(z)dz.
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Ausgehend von B = {1, X, X2 ...} berechnen wir eine ONB von V beziiglich dieses
Skalarprodukts mit dem Verfahren des Satzes. Dabei ergibt sich:

1
V] = —,
T2
3
vy = \/QX,
vy = \ﬁ (3X% - 1),
8
7 3
V4 = §(5X —?)X),

9

=4/— (35X*-20X%+3
(%5 128 ( + )7
= (63X° — 70X3 4+ 15X)
Y6 =\ 128 ’

Die Polynome 1, X, %(?)X2 - 1), %(5X2 —3X),..., von denen vy, vy, ... skalare Vielfa-
che erscheinen, heiflen Legendre-Polynome. Das n-te Legendre-Polynom wird mit P, (x)
bezeichnet. Es gilt die Rekurrenz

(n+2)Ppia(x) — 2n+3)zPuyi(x) + (n+1)Py(x) =0, Py(z) =1, Pi(x) ==.

. Wenn V = R[X] mit dem Skalarprodukt

1
0lo) = | ——plalata)da

ausgestattet ist und das Verfahren des Satzes auf die Basis B = {1, X, X2, ...} ange-
wendet wird, findet man

1
U1 = %a
2
Vg = \/>X7
T
2
n =y 2exe 1)
s

2
vy = [(4){3 - 3X),
7T
2
v = \[(8X4 —8X%+1),
7T

2
ve = \/>(16X5 —~20X® 4+ 5X),
7T

Diese Polynome sind skalare Vielfache der Chebyshev-Polynome T;,.
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34 Adjungierte Abbildungen

Definition 65. Seien V,W zwei Skalarproduktriume. Sei (:|-)yy das Skalarprodukt auf V'
und (-|-)w das Skalarprodukt auf W. Zwei lineare Abbildungen f € Hom(V,W) und g €
Hom(W, V) heiflen (zueinander) adjungiert, falls gilt

VoeVVweW: (f(v)ww = (vlg(w))y.

Beispiel.

1. Seien V = R3, W = R?, beide ausgestattet mit dem jeweiligen Standardskalarprodukt.
Die beiden Abbildungen

1 2 3
. T3 2 —
fiRP—=R f(a:)—(4 5 6).75
1 4
g: R? 5 R? glx)=12 5|z
3 6

sind zueinander adjungiert, denn fiir alle v € V und w € W gilt

) =5 3 §)etw)

2. Sei W = £2 und
V={(an)pc€?:3INENVR>N:a,=0}.

Dann ist V ein echter Teilraum von W. Beide Rdume seien mit dem Skalarprodukt von

¢2 versehen.

Betrachte f: V. — W, f(v) = v. Wir wollen zeigen, dass es zu f keine adjungierte
Abbildung gibt. Angenommen, g: W — V wire eine adjungierte Abbildung zu f. Dann

gilt
VoeVVweW: (f(v)|w)=(vlg(w)),
~——
=(v|w)
also
VoeVVweW: (vw-gw)) =0,
also

VweW:w—g(w) eVt
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Jedoch ist V4 = {0}, denn ist (a,)3%, € W \ {0}, so gibt es mindestens ein m € N
mit a,, # 0, und fir die Folge (b,)22, mit b, = 1 und b, = 0 fiir alle n # m gilt
(bn)nzo € V und ((an)nZo|(bn)nZo) = am # 0, also (an)pZy & v

Aus Vw e W :w— g(w) € {0} folgt, dass g die Identitdtsabbildung ist. Das ist aber
wegen g: W — V' C W nicht moglich.

Satz 105. Seien U, V, W Skalarproduktrdume. Dann gilt:

1. Zu f € Hom(V, W) gibt es hochstens eine adjungierte Abbildung f* € Hom(W, V).

2. Falls zu f1, fo € Hom(V, W) die adjungierten Abbildungen f;, f5 € Hom(W, V) existie-
ren, so existiert fiir alle oy, s € R auch die adjungierte Abbildung (a1 f1 + aaf2)* zu
a1 fi + aafa, und es gilt (a1 fi + aafo)* = a1 ff + aafs.

3. Falls zu f € Hom(V, W) die adjungierte Abbildung f* € Hom(W, V) existiert, so exi-
stiert auch die adjungierte Abbildung (f*)* € Hom(V, W) von f*, und es gilt (f*)* = f.

4. Existiert die adjungierte Abbildung f; € Hom(V,U) zu f; € Hom(U,V) sowie die
adjungierte Abbildung f5 € Hom(W,V) zu fo € Hom(V,W), so existiert auch die
adjungierte Abbildung (f2 o f1)* € Hom(W,U) von fs o fi € Hom(U, W) und es gilt
(fao fi)"=fiof5.

Beweis.

1. Sei (:|')y das Skalarprodukt auf V und (:|-)w das Skalarprodukt auf W. Sei f €
Hom(V, W) und seien f*, f© € Hom(W, V) zwei adjungierte Abbildungen zu f. Dann

gilt
VoeVVweW: (fv)|ww = v|f (w)y = (v|f(w))v,
= YoeVVweW: w/((f*—f°)(w)y =0,
= VweW:((f" = f)w)|(f = f)(w)y =0,
= YweW:(f"—f)(w)=0,
= fr=f.
2., 3., 4. Ubung. [

Satz 106. (Riesz) Sei V ein Skalarproduktraum, dimV < oo. Dann existiert fiir jedes
v* € V* genau ein v € V so dass

VaeV:v'(z) = (z|v).
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Beweis. Existenz: Wéhle eine ONB {b1,...,b,} von V und betrachte v = v*(b1)b; + --- +
v*(bp)by,. Fiir jedes © = a1by + - -+ + @by, gilt dann

(o) = (Y aibil Y v*(b)by)
i=1 j=1

=33 aiv* (b)) (bilbs)

i=1 j=1
= a1v*(b1) + - + a,v*(by)
=v"(a1by + -+ + anby) = v (z).

Eindeutigkeit: Sind v,v" € V so, dass fiir alle z € V gilt (z|v) = (z|v'), so gilt fur alle z € V
auch (z|v — ') = 0, insbesondere gilt dann (v — v'|v — v’y = 0. Daraus folgt v — v = 0, d. h.
v="1 ]

Beispiel. Sei V = R3 ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt. Das Funktional v* € V*

seil definiert durch
T

v (| y])=3x—2y+8z.
z
Der eindeutig bestimmte Vektor v aus dem Satz ist dann v = (3, —2,8).
Ist V' dagegen ausgestattet mit dem Skalarprodukt

210
(ly) =21 2 0]y,
00 3

so lautet der eindeutig bestimmte Vektor aus dem Satz v = (§, —%, 8).

Satz 107. Seien V,W zwei endlichdimensionale Skalarproduktraume. Dann existiert zu je-
dem f € Hom(V, W) eine adjungierte Abbildung f* € Hom(W, V).

Beweis. Sei (:|-)y das Skalarprodukt auf V und (:|-)iy das Skalarprodukt auf W. Sei f €
Hom(V, W).

Fiir jedes feste w € W ist die Abbildung v*: V' — R, x — (f(x)|w)w ein Element von V*.
Nach Satz 105 gibt es genau ein v € V, so dass fiir alle z € V gilt v*(z) = (z|v).

Es sei f*: W — V die Funktion, die jedem w € W das in dieser Weise eindeutig bestimmte
v zuordnet. Dann gilt

VeeVVweW: (f(x)|lww = (z|f*(w))v.

Es bleibt zu zeigen, dass f* linear ist.
Dazu betrachte x € V', a1, a9 € R, wy,wy € W. Es gilt

(2] f* (w1 + agws)) = (f(z)|c1wr + agws)
= a1 (f(z)|w1) + az(f(z)|wa)
= a1 (x| f*(w1)) + az(z]f*(w2))
= (zlar f*(w1) + az f* (w2)).

Da z beliebig war, folgt daraus f*(aywy + asws) = aq f*(wy) + s f*(ws), wie gewiinscht. m
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Satz 108. Seien V,W zwei endlichdimensionale Skalarproduktrdume. Sei A eine geordnete
ONB von V und B eine geordnete ONB von W. Dann gilt: Ist M die Abbildungsmatrix
von f € Hom(V,W) beziiglich A und B, so ist M die Abbildungsmatrix der adjungierten
Abbildung f* € Hom(W, V) beziiglich B und A.

Beweis. Sei (-|-)y das Skalarprodukt auf V und (-|-)y das Skalarprodukt auf W. Wir schrei-
ben A = (ay,...,a,) und B = (by,...,by).

Sei f € Hom(V, W) und M = ((m; ;)27 _j—1 die Abbildungsmatrix von f beziiglich A und B,
und sei N = ((n; ;)27 1 j—1 die Abbildungsmatrix von f* € Hom(W, V) beziiglich B und A.
Fiir alle ¢, 5 gilt dann

flaj)|b;) ka]bk\b = g (blbi) = m
I
(aj|f*(b %\anak > nkilaglar) = nji. =
k=1

Definition 66. Sei V ein Skalarproduktraum. Ein Endomorphismus f € End(V') heifit selbst-
adjungiert oder symmetrisch, falls gilt

Va,yeV:{f(@)ly) = (zlf(y)),
d.h. wenn f eine adjungierte Abbildung f* besitzt und f = f* gilt.
Beispiel.

1. Betrachte ¥V = R? mit dem Standardskalarprodukt. Die Abbildung

Fvav = (] )

ist selbstadjungiert, da fiir alle z,y € V gilt:

sem = (2 D=2 5) w=s(( 1) » =)

2. Betrachte den Vektorraum V = { f € C*°([0,1],R) : f(0) = f'(0) = --- =0, f(1) =
f'(1) =--- =0} mit dem Skalarprodukt

1
um—Aﬂmmﬁ

Dann ist F: V — V| F(f) = —f” selbstadjungiert, denn fiir alle f,g € V gilt

1

1 1
<Hﬁ@=4(ﬂ%mwﬁ=[ﬂm®hA(f@ﬁ@ﬁ

v il ! "
:0+Z;f@g@ﬁ:Lﬂmﬂmo—AJWM(W”ZUW@»
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Satz 109. (Spektralsatz) Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum und f: V' —
V' ein Endomorphismus. Dann gilt: f ist genau dann symmetrisch wenn V' eine ONB aus
Eigenvektoren von f hat.

“

Beweis. ,=*“ Sei B eine Orthonormalbasis von V. Dann entspricht das Skalarprodukt auf
V' dem Standardskalarprodukt fiir die Koordinatenvektoren beziiglich B. Aus (f(x)|y) =
(z|f(y)) fur alle z,y € V folgt (Az) -y = - (Ay) fiir alle x,y € R" (n = dim V). Daraus folgt,
dass A symmetrisch ist. Nach Satz 98 ist jede symmetrische Matrix diagonalisierbar. Nach
Satz 99 ist R™ die direkte Summe der Eigenrdume von A. Da ein Vektor z € V genau dann
ein Eigenvektor von f ist, wenn seine Koordinatendarstellung ein Eigenvektor von A ist, folgt,
dass V die direkte Summe der Eigenrdume von f ist. Nach Satz 103 hat jeder Eigenraum eine
ONB. Wie im Beispiel nach Def. 62 zeigt man, dass Eigenrdume symmetrischer Abbildungen
senkrecht aufeinander stehen. Damit ist die Vereinigung der ONBs der Eigenrdume von f
eine ONB von V.

w<=“ Sei{by,...,b,} eine ONB von V bestehend aus Eigenvektoren von f. Seien A1,..., A\, €
R die zugehorigen Eigenwerte. (Es wird nicht angenommen, dass diese paarweise verschieden
sind.) Zu zeigen:

Va,yeV:{f(@)y) = (lf(y))

Wegen der Linearitéit des Skalarprodukts geniigt es, die Gleichung fiir Basiselemente zu iiber-
priifen. In der Tat gilt

A fallsi=j

i) = vtley) = { o7 T L = i) = 0176 .

35 Projektionen und Isometrien

Definition 67. Sei V' ein Vektorraum. Eine lineare Abbildung h: V — V heifit Projektion,
falls gilt h? = h.
Beispiel.

1. h: R? — R3 mit h(z,y,2) = (,y,0) ist eine Projektion. Ihr Bild ist die (z,y)-Ebene.

(z,y, 2)
(z,y,0)
2 -2 —4
2.8 A= -1 3 4 |.Dannist h: R® - R3 mit h(z) = Az eine Projektion, denn
1 -2 -3
es gilt A% = A.

3. h: K[[X]] = K[[X]] mit h(320° 5 an X™) = 320 @, X™ ist eine Projektion.
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4. Sei V ein K-Vektorraum, U ein Unterraum von V und W ein Komplementérraum von U.
Dann hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung v = v + w mit v € U und w € W.
Die lineare Abbildung h: V' — V, die jedem v den Vektor u € U aus dieser Darstellung
zuordnet, ist eine Projektion.

Satz 110. Sei V ein Vektorraum und h: V' — V eine Projektion. Dann gilt V = ker h@im h.

Beweis. Zunichst gilt ker ANim h = {0}, denn fiir ein beliebiges v € ker hNim h gilt h(v) = 0
und v = h(w) fiir ein w € V. Dann 0 = h(v) = h(h(w)) = h(w), da h eine Projektion ist.
Dann ist w € ker h, und dann ist v = h(w) = 0. Damit ist die Summe direkt.

Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem v € V ein u € ker h und ein w € im h existiert, so dass
v =u+w. Sei v € V beliebig und wéhle u = v — h(v) und w = h(v). Dann gilt v = v+ w und
w € im h und wegen h(u) = h(v — h(v)) = h(v) — h(h(v)) = h(v) —h(v) = 0 auch u € ker h. m

Beispiel.
. I 2 2 . 1/-1 3 .
1. Betrachte die Projektion h: R* — R*, h(z) = Az mit A = slo 6) Es gilt ker A =

1
um eine Parallelprojektion in Richtung von ker h auf den Unterraum im h.

<<3>> und im A = ( <;>) Geometrisch handelt es sich bei einer Projektion h immer

imh

h(z) ker h

2. Dass aus V = ker h @ im h im allgemeinen nicht folgt, dass h eine Projektion ist, sieht
man an dem einfachen Beispiel V.= R, h: V — V, h(x) = 2z. Hier gilt ker h = {0}
und imh =R, also V' = ker h @ im h. Aber h ist keine Projektion, denn h(h(z)) = 4z #
2z = h(zx) fir x # 0.

Definition 68. Sei V' ein Skalarproduktraum. Eine Projektion h: V' — V heifit Orthogonal-
projektion, falls fiir alle x,y € V gilt © — h(x) Lh(y).
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Beispiel.

1. Wenn R? mit dem Standardskalarprodukt versehen ist, ist die Abbildung h: R? — R3
mit h(z,y,2) = (z,9,0) eine Orthogonalprojektion, denn fiir alle z = (x1,z2,23) € R3
und alle y = (y1,v2,y3) € R gilt  — h(z) = (0,0,23) und h(y) = (y1,¥2,0), also
(x — h(x)|h(y)) = 0, wie gefordert.

1 /-
2. Die lineare Abbildung h: R? — R? mit h(z) = £ (_; 2) z aus dem vorherigen Beispiel

ist zwar eine Projektion, aber keine Orthogonalprojektion (zumindest nicht beziiglich
des Standardskalarprodukts). Zum Beispiel fiir z = (é) und y = (?) gilt (h(z)—z|y) =
(—3()I5() =-¢#0.

3. Sei V' ein Skalarproduktraum und A = {aj,...,a,} € V ein ONS. Dann folgt aus
Satz 102, dass die lineare Abbildung

n

h: V=V, hz) =) (zla)a

i=1

eine Orthogonalprojektion ist.

Satz 111. Sei V ein Skalarproduktraum und h: V' — V eine Projektion. Dann gilt: A ist
genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn ker h_l im h.

“

Beweis. ,=*“ & ist eine Orthogonalprojektion. Seien v € kerh und w € imh. Dann gilt
h(v) = 0 und h(w) = w. Daraus folgt: (v|w) = (v — h(v)|w) = (v — h(v)|h(w)) = 0.

,<=“ Sei xz € V. Dann gilt h(z) € imh, und weil h eine Projektion ist, gilt h(x — h(x))
h(z)—h(h(x)) = h(x)—h(z) = 0, also x—h(z) € ker h. Wegen ker h_L im h folgt z—h(z) Lh(y
fiir alle y € V.

~—

Satz 112. Sei V ein Skalarproduktraum und U C V ein Unterraum mit dim U < oco. Dann
existiert genau eine Orthogonalprojektion h: V' — V mit imh = U.

Beweis. Existenz: Nach Satz 103 hat U eine ONB, etwa B = {by,...,b,}. Setzen wir h(x)
Yo (x|bi)b;, so ist h nach Satz 102 eine Orthogonalprojektion, und fiir diese gilt h(b;) =
(i=1,...,n) und h(z) € U fiir alle x € V. Darum ist imh = U.

Eindeutigkeit: Seien hh:V — V zwei Orthogonalprojektionen mit imh = imh = U. Zu
zeigen: fiir alle v € V gilt h(v) = h(v). Sei v € V beliebig. Dann gilt v — h(v) € ker h und
v — h(v) € ker h, weil h und h Projektionen sind. Nach Satz 110 gilt v — h(v) Limh = U und
v —h(v)Limh = U. Wegen h(v) — h(v) € U folgt

b;

w2
ol
o>
=
~
o
=
=
o
jm}
e
€]
w0
@
=
o
e.
Q.
@
=}
Q
e,
o
=
o=
=
(05
e}
)
=
&
=
-+
=
—~
S
|
>
—
S
=
N
|
>

(v)) = 0, also h(v) = h(v).
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Definition 69. Sei V ein Skalarproduktraum. Eine lineare Abbildung h: V' — V heifit
Isometrie, falls fiir alle x € V gilt ||z] = ||h(2)]]-

Beispiel. Sei V = R? versechen mit dem Standardskalarprodukt, ¢ € R,

a= (o) e

und h: V — V, h(x) = Az. Fiir jedes x = (71, z2) € R? gilt dann

(@) = | (j”;fﬁf;fﬁfﬁffiﬂé%) |

= /2% cos(¢)? + x3sin(p)? + 22 sin(¢)? + 22 cos(¢)?

= /o1 +ad = .

Also ist h eine Isometrie.

Es handelt sich um die Abbildung, die die Ebene im Uhrzeigersinn um den Winkel ¢ um den
Ursprung dreht. Fiir ¢ = 7/2 gilt zum Beispiel h(1,0) = (0, —1).

Satz 113. Sei V ein Skalarproduktraum und h: V' — V eine lineare Abbildung. Dann gilt:
h ist genau dann eine Isometrie, wenn fiir alle v,w € V gilt (v|w) = (h(v)|h(w)).

“

Beweis. ,=“ h ist eine Isometrie. Seien v,w € V. Dann gilt ||[v — w|| = ||h(v — w)||, also
(v—wlv—w) = (h(v—w)|h(v—w)), also (v|v) =2(v|w) +(w|w) = (h(v)[h(v)) = 2(h(v)|h(w)) +
(h(w)|h(w)). Wegen (v]v) = [[v[I* = [|h()|]* = (A(v)|7(v)) und (w|w) = (h(w)|h(w)) folgt
daraus (v|w) = (h(v)|h(w)), wie gefordert.

s<=“ Gilt (v|w) = (h(v)|h(w)) fir alle v,w € V, so gilt insbesondere (v|v) = (h(v)|h(v)) fiir
alle v € V. Daraus folgt ||v|| = ||h(v)|| fur alle v € V. ]

Beispiel. Sei V' = R"™ mit dem Standardskalarprodukt. Sei B = (by,...,b,) € R™*" eine
geordnete ONB von V und h: V — V, h(z) = Bx. Dann ist h eine Isometrie, denn fiir je
zwei Vektoren © = (x1,...,2,) € R" und y = (y1,...,yn) € R" gilt

n

(@) h(y)) = O wibil D _yibs) =D > @iy (bilbs) = ziys + -+ + wnyn = (x]y).
i=1 j=1

i=1 j=1

Definition 70. Eine Matrix in R™*" deren Spalten beziiglich des Standardskalarprodukts
eine ONB von R" bilden, heifit orthogonal.

Satz 114. Sei A € R™*™,

1. A ist genau dann orthogonal, wenn A invertierbar ist und A=! = AT gilt.

2. Ist A orthogonal, so gilt det A € {—1,1} und fiir jeden Eigenwert A € R von A gilt
Ae{-1,1}.
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Beweis.

1. ,<“ Aus A~ = AT folgt AAT = I,,. Wenn also ay,...,a, € R" die Spalten von A
sind, dann gilt
] 1 fallsi=3j
{aslas) = { 0 sonst
fiir alle ¢, j. Damit ist {aq,...,a,} eine ONB beziiglich des Standardskalarprodukts.
,=“ Ist A= (ai,...,a,) € R™" orthogonal, so gilt AAT = I, und ATA = I,,, und
daraus folgt sofort die Behauptung.

2. Fiir die Determinante gilt

B 1
+ det(A)’

Satz 29 Teil 1 Satz 32

det(A) ? det(A") = det(A™1)

also det(A4)? = 1, also det(A4) € {—1,1}.

Sei A € R ein Eigenwert von A und v € R”\{0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \.
Da A orthogonal ist, ist h: R” — R", h(z) = Az eine Isometrie. Damit gilt |jv|| =
|Av|| = ||Av]| = |A|]|v]|, und wegen |[v]| # O folgt daraus |A\| =1, also A € {—1,1}. ]

Der Spektralsatz (Satz 108) in Verbindung mit Teil 1 von Satz 113 liefert einen alternativen Algo-
rithmus zur Berechnung einer Cholesky-Zerlegung: Wenn ndmlich A € R™*™ symmetrisch ist, dann
gibt es eine ONB {by,...,b,} aus Eigenvektoren. Eine solche kann man sich leicht verschaffen, in-
dem man Basen der Eigenrdume berechnet und auf diese das Verfahren von Gram-Schmidt anwen-
det. Fiir die Matrix B = (by,...,b,) € R™*" gilt dann B~'AB = diag(A1,...,\,), wobei \; der
Eigenwert zum Eigenvektor b; ist. Dann gilt A = Bdiag(A1,...,\,)B~! = Bdiag(A1,...,\,)B".
Wenn A jetzt auch noch positiv definit ist, sind alle Eigenwerte positiv, und wir kénnen die Matrix
A = diag(v/ 1, - .., vA,) bilden. Dann gilt A = AT und A = BAATBT = (BA)(BA) . Das ist eine
Zerlegung der gewiinschten Form.

Satz 115. Sei V ein Skalarproduktraum, dimV = n < oo und h: V — V eine lineare
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. h ist eine Isometrie.

2. Fiir jede ONB {by,...,b,} von V ist {h(b1),...,h(b,)} eine ONB von V.

3. Es gibt eine ONB {by,...,b,} von V, so dass {h(b1),...,h(b,)} eine ONB von V ist.
4. Fiir jede ONB B von V ist die Abbildungsmatrix von h beziiglich B und B orthogonal.

5. Es gibt eine ONB B von V, so dass die Abbildungsmatrix von h beziiglich B und B
orthogonal ist.
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Beweis. Wir verwenden die Kronecker-Delta-Funktion ¢; ; = 1 falls ¢ = j und J; ; = 0 sonst.

(1)=(2). Furalled,j =1,...,ngilt (h(b;)|h(b;)) = (bi|bj) = 0; ;. Damit ist {h(b1),...,h(bn)}
ein ONS, und aus Dimensionsgriinden auch eine ONB.

(2)=(4). Sei B = (b1,...,by) € R™™" eine geordnete ONB und M = ((m;;));';—; die Abbil-
dungsmatrix von h beziiglich B und B. Die Spalten von M sind dann die Koordina-
tenvektoren von h(b;) beziiglich B, d.h. fiir alle j = 1,...,n gilt h(b;) = mq by +--- +
Mp ;bn. Nach Annahme gilt (h(b;)|h(b;)) = 6;; fiir alle 4, j, also

(ma,iby + - 4 My by ma jb1 + - - + My b)) = 04,
also
MM+ MM, = 0i
fiir alle 7, 7. Das bedeutet, dass M orthogonal ist.

(4)=(5). Klar, weil V' nach Satz 103 mindestens eine ONB hat.

(5)=(3). Sei B = (b1,...,by) die ONB und M = ((m;;))7;—; die Abbildungsmatrix von h.
Wir zeigen (h(b;)|h(bj)) = 0;; fiir alle 4, j. Seien also 4, j beliebig. Dann gilt

(h(b;)[h(bj)) = (m1,iby + - -+ + My ibp M b1 + - - - + My jby)
= MM+ o+ M iMaj = 04 j,
weil M nach Annahme orthogonal ist.
(3)=(1). Sei {b1,...,b,} eine ONB, so dass auch {h(b1),...,h(b,)} eine ONB ist.
Sei x € V beliebig, etwa © = a1b1 + - - - + ay, by, fiir gewisse aq, ..., a, € R. Dann gilt
1h(@)]* = llarh(br) + - + cnh(bn)||?
=ai+ - +al
= [larby + -+ + anby || = |||,
Daraus folgt die Behauptung. [
Durch Satz 114 werden Isometrien recht genau charakterisiert. Man kann sich etwas mehr Miihe

machen und orthogonale Matrizen genauer charakterisieren. Es lédsst sich nédmlich zeigen, dass eine
Matrix A € R™*" genau dann orthogonal ist, wenn es eine orthogonale Matrix B € R™*™ gibt, so dass

BT AB die folgende Form hat, wobei jedes fiir einen 2 x 2-Block der Form CO.S((ZS) sin(¢)
—sin(¢)  cos(¢)

fiir ein ¢ € R steht:
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Wie im Beispiel nach Defintion 69 gezeigt, entspricht ein solcher 2 x 2-Block einer Drehung in einer
Ebene um den Winkel ¢.

Eine Isometrie h mit deth = 1 nennt man deshalb auch Drehung (engl. rotation). Isometrien h mit
det h = —1 heiflen Drehspiegelungen.

Im Fall n = 3 hat eine Isometrie beziiglich einer geeigneten ONB (by, ba, b3) typischerweise eine Dar-

stellungsmatrix der Form
+1

cos(¢)  sin(¢)
—sin(@) cos(@)

Dabei findet die Drehung in der Ebene (bg, bs) statt, d.h. um die darauf senkrecht stehende Gerade
(b1) als Drehachse. Wenn der Eintrag oben links eine —1 ist, dann bewirkt die lineare Abbildung
zusitzlich zur Drehung eine Spiegelung an der Ebene (by, bs).

Bemerkenswert ist auch, dass die Verkettung zweier Isometrien hi,hy: V' — V wieder eine Isometrie
ist, weil natiirlich ||z|| = ||h1(2)|| = ||ha(hi(x))]| fir alle z € V gilt. Beachten Sie, dass diese Aussage
geometrisch nicht ganz offensichtlich ist, denn sie beinhaltet (z.B. fiir V = R?) auch den Fall, dass h;
und ho Drehungen um verschiedene Drehachsen sind. Da orthogonale Matrizen nach Satz 113 auch
invertierbar sind, folgt aus der Abgeschlossenheit der Isometrien unter Verkettung jedenfalls, dass die
Menge

O(n) :=={ A € R"™" : A ist orthogonal }

eine Untergruppe von GL(n,R) ist. Man nennt sie die orthogonale Gruppe der Gréle n. Die Unter-

gruppe
SO(n) := O(n) NSL(n,R) = { A € R"*" : A ist orthogonal und det A =1}

heifit die spezielle orthogonale Gruppe der Grofle n.

GL(n,R)
/N

O(n) SL(n,R)
/

36 Die Singulirwertzerlegung

Diagonalisierbare Matrizen entsprechen Transformationen des Raumes, die sich als Streckungen in be-
stimmte Richtungen (n#mlich die der Eigenvektoren) charakterisieren lassen. Dass nicht alle Matrizen
diagonalisierbar sind, bedeutet also geometrisch, dass es lineare Abbildungen gibt, die nicht einfach
einer Kombination von Streckungen in bestimmte Richtungen entsprechen. Das Resultat dieses Ab-
schnitts lasst sich so zusammenfassen, dass sich jede lineare Abbildung h: R™ — R"™ darstellen ldsst
als eine Kombination von Drehungen und Streckungen. Die Singulidrwerte sind dabei die Streckungs-
faktoren. Sie sind im allgemeinen verschieden von den Eigenwerten.

Beispiel. Die Matrix A = (_11 (1)> ist nicht diagonalisierbar. IThr einziger Eigenwert ist 1

und der dazugehorige Eigenraum ist Fy = (((1))> C R2.
Die Matrix A lisst sich zerlegen als A = ULV T mit

s 1 V5—v5 —V5+5 ~ (uy )
Vio \Ws+v5  V5-5
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E:L 345 0 = diag(o1, 02)
/2 0 /—3_\/5 glo1,02),
v L <\/5+\/5 —\/5—\/3>_
= (v1,v2).

S VIO\VE—VE VBB

Dabei sind U und V orthogonale Matrizen, bewirken also Drehungen der Ebene um den
Ursprung. Die Matrix ¥ ist eine Diagonalmatrix, bewirkt also Streckungen der Ebene in
Richtung der Koordinatenachsen.

Zur Vereinfachung der Notation wollen wir in diesem Abschnitt annehmen, dass alle Rdume R™ mit
dem Standardskalarprodukt ausgestattet sind.

Definition 71. Sei A € R™™. U € R™"™ und V € R™*™ seien orthogonale Matrizen
und ¥ = ((cr”))?f;l € R™™ sei so, dass 0;; = 0 fiir ¢ # j und 011 > 092 > -+ > 0
gilt. Wenn A = UXV " gilt, heiit (U, X, V) eine Singuldrwertzerlequng (engl. singular value

decomposition, SVD) von A.
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m n m
n A =n U n b m vT
r
m n m
m
r
n A =n U n m vT
by

Satz 116. Sei A € R™" und (U, %, V) eine Singuldrwertzerlegung von A,

o1
r= o2 e R™™

Dann gilt ||A|| = o;.

Zur Erinnerung: Die Norm || A]| einer Matrix A € R™*™ ist definiert als der maximale Wert, der von
||Az|| erreicht wird, wenn x durch die Einheitskugelschale von R™ l4uft (vgl. das Beispiel zu Def. 60).
Aus analytischen Griinden gibt es fiir jede Matrix A € R™*™ einen Vektor € R™ mit ||z| = 1 und
IA]| = ||Az||. Das werden wir im folgenden Beweis verwenden.

Beweis. Wegen 01 > g9 > --- > 0 gilt ||X|| = 01. Da U,V orthogonale Matrizen sind, sind
die zugehorigen linearen Abbildungen Isometrien, d.h. fiir jedes z € R™ mit |z|| = 1 gilt
|[VTz| =1, damit |V T z|| < o1, damit ||Az| = |[USV "z < o1. Daraus folgt | A < o1.

Umgekehrt: Ist v die erste Spalte von V, so gilt [|[v|| = 1 und V Tv = ey, weil V orthogonal
ist. Dann ist XV v = o1e1 und ||Av|| = |[ULV Tv|| = o1, weil auch U orthogonal ist. Daraus
folgt || Al > o1. ]

Satz 117. Sei A € R™ ™. Dann gilt: A hat eine Singuldrwertzerlegung, und fiir je zwei
Singuldrwertzerlegungen (U, X, V), (U, X/, V') von A gilt ¥ =¥,

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass (U, 3, V) genau dann eine Singulérwertzerlegung von A
ist, wenn (V',2T,UT") eine Singulirwertzerlegung von A" ist. Wir konnen deshalb 0.B.d.A.
annehmen, dass n < m gilt.

Fiir die Nullmatrix A = 0 ist (I, 0, I,;,) eine Singulédrwertzerlegung, und eine andere Wahl fiir
>’ ist dann nicht moglich, weil U, V' als orthogonale Matrizen insbesondere invertierbar sind.
Fiir von Null verschiedene Matrizen zeigen wir die Behauptung durch Induktion nach n.

n = 1. In diesem Fall ist A € R™™™ ein Zeilenvektor und wir kénnen U = I, ¥ =
(IIA]l,0,...,0) und fiir V€ R™*™ eine beliebige orthogonale Matrix wéhlen, deren erste
Spalte HT}HA ist. Da ||[U]| = ||V|| = 1 gelten muss, bleibt fiir 3 auch keine andere Moglichkeit.

n—1 — n. Nach Satz 115 ist || A|| die einzige mogliche Wahl fiir den Eintrag o1 von ¥. Wéhle
einen Vektor v; € R mit ||A|| = ||Avi|| und setze u; = mAvl. (Wegen A # 0 ist ||A]| #0.)

Ergénze {v1} zu einer ONB {vy, ..., vy} von R™ und {u;} zu einer ONB {uyq, ..., u,} von R™.
Setze Vi = (vi,...,vp) und Uy = (ug, ..., uy).
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Dann gilt AV] = (Avy, *,...,%) = (||Alju1, *,...,*), also

Ul AV, = (”‘g” Z{) — B

fiir gewisse a € R und Ay € R(—Dx(m=1) " Ayg

(M) (0= v + ale) = VAR o ()
folgt || B|| > +/||A|I? + (ala). Andererseits gilt ||B|| < ||Al|, weil U; und V; orthogonal sind.
Daraus folgt (a|la) = 0, und daraus a = 0 und ||A|| = ||B||. Aus ||B| = ||4|| folgt auBerdem
Al > || A2].

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Uy € R(=Dx(n=1) y5 ¢ RIm=1)x(m=1) ynq eindeutig
bestimmte o3 > 03 > --- > 0 mit ||A|| > o2 und

02
A2 - U2 03 VQT.
Wir erhalten mit
1A T
1 0 1 0
= 02
A=m (0 U2> . <V1 (0 v2>>
—_—— .. ———
=:U =V
=3
eine Darstellung der gewiinschten Form. =

4 0
3 5
vorgehen wie im Beweis des Satzes. Als erstes braucht man einen Vektor v; € R? mit |lvq]| =
1, fiir den ||Av;|| maximal wird. Wenn ¢ durch die reellen Zahlen lduft, durchlduft v; =

(;—g, ﬁ—tﬁ) die Punkte auf dem Einheitskreis aufler (—1,0). Fiir diese Punkte ist

1 — 122 1—12 2t 2 5(5t* — 1213 +10t2 4+ 12t + 5
ol = (1) + (3t 5 a) =Y 2 )
1+t 14+t 14t 14+t

Dieser Ausdruck wird maximal fiir ¢ = —1 4 /2, und fiir den isolierten Punkt v = (—1,0)
ist || Av|| nicht gréBer. Daraus ergibt sich o1 = [|A|| = 2¢/10 und v; = +-(1,1). Fiir v; =

L 1,1) folgt = L A = L 1,2 v
\/i( ’ ) gt w a1 Ul \/5( ’ )
1 1

Als Ergénzung zu Orthonormalbasen wihlen wir vy = ﬁ(l’ —1) und uy = \/5(2, —1). Setze
Vi = (v1,v2), Uy = (u1,u2). Wir haben dann

("

Beispiel. Sei A = ( > Um eine Singuldrwertzerlegung von A zu berechnen, kann man

Damit ist (U, %, V) mit

=5l h) () =0

eine Singuldrwertzerlegung von A.
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Definition 72. Sei A € R™™ und (U, X, V) eine Singuldrwertzerlegung von A. Dann heiflen
die Eintrége o1, ..., Onpin(n,m) auf der Diagonalen von X die Singuldrwerte von A.

Satz 118. Sei A € R™ ™ und sei (U,%,V) eine Singulidrwertzerlegung von A. Es seien
01, Omin(n,m) die Singuldrwerte von A, und es sei 7 € {1,...,min(n,m)} maximal mit
or # 0. Schreibe U = (uq,...,uy), V = (v1,...,0y). Dann gilt:

1. Rang(A) =r.

2. {u1,...,u,} ist eine ONB von im A.

3. {ur41,...,un} ist eine ONB von coker A.
4. {v1,...,v,} ist eine ONB von coim A.

5. {tp41,...,Vm} ist eine ONB von ker A.

Insbesondere gilt ker AL coim A und coker AL im A.
Beweis. Ubung. ]

Satz 119. Sei A € R™™, Dann gilt: eine positive reelle Zahl o ist genau dann ein Sin-
gulirwert von A wenn o2 ein Eigenwert von AAT € R™ ™ ist.

Beweis. Ist (U,%,V) eine Singulirwertzerlegung von A, so gilt A = ULV und AAT =
USVTVETUT = USSTUL Die Matrix X7 € R™ ™ ist eine Diagonalmatrix, auf deren
Diagonale die Quadrate der Diagonaleintréige von X stehen. Im Fall n > m ist die Diagonale
von ¥ T linger als die von ¥; die zusétzlichen Diagonaleintrige sind Null. =

Beispiel. Fiir A = (;1 g) gilt AAT = <£ ;Z) Die Eigenwerte von AA T sind 40 und 10,

die Singuldrwerte von A sind daher 24/10 und /10.

Wir kénnen dariiber hinaus auch U und V berechnen. Da AA " symmetrisch ist, ist die Matrix
nach Satz 108 diagonalisierbar und es gibt eine ONB aus Eigenvektoren. Tatséchlich gilt

T (40 0\, T
AA U(O 10)(]

.. 1 /1 =2
furU—\/5<2 1).

Gesucht ist jetzt eine orthogonale Matrix V mit A = ULV T, wobei ¥ = diag(2v/10, v/10) ist.
Im vorliegenden Beispiel sind A und U und ¥ invertierbar, so dass die einzige mégliche Wahl

1 1 1 1 /1 -1
. T 3: . —1yr—1 4 _ s _
fiir V' die Matrix XU A = —ﬂ (_1 1). Also ist V' 75 (1 1 )

Satz 120. Sei A € R™™™ \ {0}, » = Rang A. Dann gibt es Vektoren v1,...,v, € R”™ und
UL, ..., U, € R” so dass
A=uvy + - + upvy,

wobei mit u;v; das Matrixprodukt des Spaltenvektors u; (als (n x 1)-Matrix) mit dem Zeilen-
vektor v; (als (1 x m)-Matrix) gemeint ist.
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Beweis. Sei (U,%,V) eine Singulirwertzerlegung von A. Schreibe U = (uq,...,u,), V =
(v1,...,0m), und o1 > --- > g, > 0 fiir die Singulirwerte von A. Dann gilt A =UXV ", also
A=uwuio1v1 + -+ + w00, m

Wenn r viel kleiner ist als min(n,m), dann braucht die Darstellung von A aus Satz 119 wesentlich
weniger Speicher als die gewohnliche Darstellung, némlich nur r(n + m) Zahlen statt nm Zahlen.
In praktischen Anwendungen gilt zwar meistens Rang(A) = min(n,m), aber man kann A zu einer
Matrix mit kleinerem Rang ,runden“, indem man kleine Singuldrwerte durch Null ersetzt. Je néiher

die gestrichenen Singuldrwerte bei 0 liegen, desto weniger Information iiber A geht bei der Streichung
verloren.

Beispiel. Ein Schwarz-Wei-Bild lidsst sich durch eine Matrix codieren, deren (i, j)-Eintrag
den Grauwert des Bildes am Bildpunkt (7, j) beinhaltet. Betrachte das Bild

c RIOOO %1000 ’

wobei schwarz durch 0 und weifl durch 1 codiert wird. Im folgenden Diagramm ist jeder zehnte
Singulérwert von A dargestellt. Die grofiten Singularwerte lauten 513.293, 106.563, 61.0108,
52.4002, 34.7057, ...; die zugehorigen Balken sind im Diagramm abgeschnitten. Die kleisten
sind 0.000253564, 0.000220873, 0.0000831866; auch sie sind kaum zu sehen.

0 ||II“III““I““I““llllllllluuu. ..... ‘
500

1000

Sei A= UXV " eine Singulirwertzerlegung von A. Fiir k € {1,...,1000} sei ¥} die Diagonal-
matrix, die man aus ¥ = diag(o1, 09, ..., 01000) erhilt, indem man die Eintriage o1, - .., 01000
auf Null setzt. Dann lisst sich die Matrix Ay := U,V T € R1000x1000 gem58 Satz 119 durch
2000k Zahlen codieren. Je kleiner k gewahlt wird, desto grofler wird die Einsparung gegeniiber
der Abspeicherung aller 1000 x 1000 = 10° Eintréige von A. Allerdings sollte man k auch nicht
zu klein wéhlen, weil sonst die Bildqualitéit sichtbar beeintréichtigt wird.
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37 Grundbegriffe

Zur Erinnerung: Ein Ring ist eine algebraische Struktur R = (R, +, -) mit zwei Verkniipfungen +, -: Rx
R — R, die die gleichen Gesetze erfiillen wie bei Kérpern, auler dass - nicht kommutativ sein muss
und dass es nicht zu jedem von Null verschiedenen Element des Rings ein multiplikatives Inverses
geben muss. Typische Beispiele fiir Ringe sind Z, K[X] und K™*".

Definition 73. Sei R ein Ring, (M, +) eine abelsche Gruppe und
T RXxM—M
eine Abbildung, so dass fiir alle r, 71,79 € R und alle m,m1, ms € M gilt
1. (ri+re)-m=ri-m+ry-m
2. (rira)-m=r1-(rg-m)
3.r-(mi+ma)=r-my+7r-ms
4. 1-m=m

Dann heifit (M, +, ) ein Modul (engl. module) iiber R, oder kurz: ein R-Modul.

Wenn M zugleich ein R-Modul und auch eine Teilmenge von R ist und die auf M erklarte
Addition mit der Addition von R iibereinstimmt, dann heit M ein Ideal (engl. ideal) von R.
Mit anderen Worten: Ein Ideal von R ist eine Teilmenge I C R, so dass a + b € [ fiir alle
a,b € I und ra € I fiir alle a € I und alle r € R gilt.

Die Definition unterscheidet sich von der Definition eines Vektorraums (Def. 29) nur dadurch, dass statt
eines Korpers ein Ring zugrunde gelegt wird. Der Begriff des Moduls ist also eine Verallgemeinerung
des Begriffs des Vektorraums.

Zur Sprechweise: Im Sinn von Def. 73 spricht man von ,dem Modul“ (ménnlich, Betonung auf der
ersten Silbe, Plural: die Moduln). Es handelt sich dabei lexikalisch um ein anderes Wort als ,,das
Modul“ (séchlich, Betonung auf der zweiten Silbe, Plural: die Module).

Beispiel.
1. Da jeder Kérper insbesondere ein Ring ist, ist jeder Vektorraum insbesondere ein Modul.

2. Ist R ein beliebiger Ring, so ist R ein Modul iiber sich selbst.

Allgemeiner: die Menge R" := {(r1,...,7mn) : 71, ..., € R} wird mit den Verkniipfun-
gen
r1 81 1+ 51 (A1 ary

+ = , al : =
Tn Sn Tn + Sp Tn ary
zu einem R-Modul. Ebenso die Menge R™™ = (R™)™ aller n x m-Matrizen mit Ein-
trigen in R und die Menge R[X] aller Polynome mit Koeffizienten in R.

Noch allgemeiner: Ist S irgendeine Menge, so wird die Menge R° aller Funktionen
f: S — R zu einem Modul, wenn man definiert

f+g:S—=R  (f+9)():=[f(z)+g(x)
af: S — R, (af)(z) :==af(x).
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3. Jede abelsche Gruppe (G, +) lisst sich auffassen als Z-Modul, wenn man definiert

m Terme
—_——N—
g+g+---+g falls m >0
m-g:i= 0 fallsm:()

(—g)+--+(—g) fallsm <0

|m| Terme

Zum Beispiel ist (Zg, +) ein Z-Modul.

Auch (Z7 \ {[0]=,},-) ist eine abelsche Gruppe und damit ein Z-Modul. In diesem Fall
muss man aufpassen, dass man sich nicht von der Notation verwirren lasst, weil die
Gruppenoperation nicht mit + sondern mit - geschrieben wird. Zum Beispiel gilt hier
3-[2]=, = [2)2, = [2%]=, = [1]=,, und nicht etwa 3 [2]=, = [6]=,.

(R,+) und (R \ {0}, -) sind auch abelsche Gruppen und damit Z-Moduln.
4. Sind 1, x5 € R? beliebige Vektoren, so ist
Zxq + Zxg = {alxl + agx2 a1, a9 € Z} C R?

zusammen mit der Addition und der Skalarmultiplikation von R? ein Z-Modul. Einen
solchen Modul nennt man ein Gitter (engl. lattice).

° .
° . .
° °
x1
. ° °
° ° °
T2
° °
. ° °
° °

5. Sind x1,x9, 3 € R beliebige Zahlen, so ist
{(61,62,63) S VAR €11 + e2x9 + e3x3 = 0} C 73

ein Z-Modul.
Allgemeiner: Ist R ein Ring, M ein R-Modul, und sind x1,...,z, € M, so ist

Syz(z1,...,zn) :={(e1,...,en) € R" 121+ -+ epxy, =0} C R"

ein R-Modul, der sogenannte Syzygienmodul von x1,...,xy.

Variante: Sind 1, x9, z3 € R\ {0} beliebige Zahlen, so ist auch
{(e1,e9,e3) € Z3 : 2§ a52a§® =1} C 77

ein Z-Modul.
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6.
7.

10.

11.

12.

Ist U C Q™ ein Untervektorraum von Q", so ist U N Z™ ein Z-Modul.
Ideale:

e Jeder Ring R ist ein Ideal in sich selbst.

e 6Z ={...,—6,0,6,12,...} C Z ist ein Z-Modul und zugleich eine Untergruppe
von (Z,+). Es handelt sich also um ein Ideal.

e {peQ[X]:X%+3|p} C Q[X]ist ein Ideal von Q[X].

e Nach Satz 83 gilt: Fiir jede Matrix A € K™*" ist die Menge aller annihilierenden
Polynome von A ein Ideal des Rings K[X].

e {2a+ Xb:a,be Z[X]} ist ein Ideal von Z[X].

Sei p € Z eine Primzahl und Z,) := {3 € Q : ged(v,p) = 1}. Dann ist Z,) ein Ring.
Die additiven Gruppen von Q, Q(ﬁ), R und C lassen sich als Z,)-Moduln auffassen.
Allgemeiner: Sind Rj, Ro zwei Ringe mit Ry C Ro, wobei die Addition und Multiplika-
tion von R1 mit der von R iibereinstimmt, und ist M ein Ro-Modul, dann ist M auch
ein Ri-Modul.

Noch allgemeiner: Sind R, Ry zwei Ringe, M ein Ro-Modul und h: Ry — Rs ein Ring-
Homomorphismus (d. h. eine Abbildung mit h(a+b) = h(a)+h(b) und h(ab) = h(a)h(b)
fiir alle a,b € Ry), so wird M durch die Operation

Ri-Moduloperation Ra-Moduloperation

r+m = h(rﬁm
T ~—~
€ER1 €M €ha

zu einem R1-Modul. Die Eigenschaften dieses Moduls hingen ganz wesentlich von der
Wahl von h ab. Dieselbe Menge M kann also auf ganz unterschiedliche Art Modul ein
und desselben Rings sein. (Das ist bei Vektorrdumen nicht anders.)

Die Menge M = C*°([—1,1],R) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen wird mit
der Operation

(po+P1X + -+ puX") - fi=pof +pif + -+ paf
zu einem R[X]-Modul.

Umgekehrt: Ist M = R[X]| und R = C*°([—1, 1], R) der Ring der beliebig oft differenzier-
baren Funktionen (mit punktweiser Addition und Multiplikation als Ringoperationen),
dann wird M z.B. mit der Operation

Foo+piX 4+ paX") = pof(0) + prf ()X + -+ pu f(0) X"
zu einem R-Modul.
K" wird mit der iiblichen Matrix-Vektor-Multiplikation zu einem K"™*"-Modul.

Fiir jedes fest gewihlte A € K™ wird K" zu einem K[X]-Modul, wenn man definiert
p-v:=p(Av.
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13.

Sei a € K[X] fest. Fiir p = pg + p1X + -+ + pgX? € K[X] definiert man p(a) :=
po + pra+ -+ pga® € K[X]. Der Ring K[X] wird zusammen mit der Operation

- KIX] < K[X] = K[X], p-q:=pla)g

zu einem K[X]-Modul.

Definition 74. Sei R ein Ring und M ein R-Modul.

1. N C M heifit Untermodul (engl. submodule) von M, falls gilt N # 0 und fiir alle
r1,r2 € Rund alle ny,ne € N gilt r1ny + reng € N.

2. Eine Menge E C M heiit Erzeugendensystem (engl. generating set) von M, falls gilt:
fiir jedes m € M existieren eq,...,e, € Fund ry,...,r, € Rmit m =rie; +---+rpen.
Ist E ein Erzeugendensystem von M, so schreibt man M = (E). Statt ({e1,...,em})
schreibt man auch (eq, ..., en).

3. Der Modul M heifit endlich erzeugt (engl. finitely generated), falls es ein Erzeugenden-
system von M mit nur endlich vielen Elementen gibt.

Beispiel.

1. Z" ist ein Untermodul von R".

2. Ideale sind Untermoduln des Rings R, aufgefasst als Modul iiber sich selbst.

3. R ist als Z-Modul nicht endlich erzeugt.

4. Ein Erzeugendensystem von R[X] als R-Modul ist {1, X, X2, ...}. Ein Erzeugendensy-

stem von Z? als Z-Modul ist {((1)), ((1))}

Dass die Theorie der Moduln wesentlich komplizierter ist als die Theorie der Vektorrdaume, liegt vor
allem daran, dass die Theorie der Ringe wesentlich komplizierter ist als die der Kérper. Ringe kénnen
sehr unterschiedliche Eigenschaften haben, und natiirlich sind auch die zugehorigen Moduln von sehr
unterschiedlicher Natur. Uns interessieren in den folgenden Abschnitten vor allem Moduln iiber Ringen,
die noch eine gewisse Ahnlichkeit zu Kérpern haben. Moduln iiber solchen Ringen haben dann eine
gewisse Ahnlichkeit zu Vektorrdumen.

Definition 75.

1. Ein Ring R heif3t nullteilerfrei, falls gilt:

Va,be R:ab=0=a=0Vb=0.

(Ein Element a € R heiBt Nullteiler (engl. zero divisor), falls 3 b € R\ {0} : ab =
0Vba=0.)

2. Ein kommutativer nullteilerfreier Ring heifit Integrititsbereich (engl. integral domain).

3. Ein Integritéitsbereich R heifit Hauptidealring (engl. principal ideal domain), falls es fiir

jedes Ideal A C R ein Element a € R gibt mit A = (a).
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Ring

N

nullteilerfreier Ring ‘ ‘ kommutativer Ring

~

Integritétsbereich

Hauptidealring

Korper

Beispiel.
1. Der Ring K™*" ist weder kommutativ noch nullteilerfrei, denn z. B. gilt
0 1\ /0 1) (0 O
0 0/\0o 0/ \0 O
—— ——
#0 #0

2. Der Ring Zg ist kommutativ, aber nicht nullteilerfrei, denn z. B. gilt

[2]56 : [3]56 = [6]56 = [O]Eﬁ
M~ S~
£0  #£0

3. Der Ring Z[X] ist ein Integritdtsbereich, aber kein Hauptidealring. Zum Beispiel das
Ideal (2, X) ldsst sich nicht von einem einzigen Element aus Z[X] erzeugen, denn so ein
Erzeuger miisste sowohl ein Teiler von 2 als auch ein Teiler von X sein. Da kommt nur
1 in Frage, aber 1 liegt nicht in (2, X). Man kann zeigen, dass der Polynomring R[X]
iiber einem Ring R genau dann ein Hauptidealring ist, wenn R ein Koérper ist.

4. Der Ring K[X] ist ein Hauptidealring, denn in diesem Ring gilt

<p17 o 7pn> == <ng(p17 o 7Pn)>
fiir jede Wahl py,...,p, € K[X]. Analog ist auch Z ein Hauptidealring.

5. Jeder Korper ist ein Hauptidealring. In einem Korper gibt es ndmlich nur die beiden
Ideale {0} und (1) = K.

38 Konstruktionen
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Satz 121. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Seien N1, No € M Untermoduln von M.
Dann gilt:

1. Der Schnitt Ny N Ny ist ein Untermodul von M.

2. Die Summe Nj + Ny := {nj +ng :n; € Ni,ng € No} C M ist ein Untermodul von M.

Beweis. Genau wie fiir Satz 38. ]

Wenn Ny, No C M so sind, dass N3 N Ny = {0} ist, dann spricht man von einer direkten Summe und
kann N; @ Ny statt N1 + Ny schreiben.

Satz 122. Sei R ein Ring und M7, M seien R-Moduln. Dann ist auch M; x Ms zusammen
mit der Operation

i Rx (My x M) — My x My, 7+ (m1,ma) := (r-mq,r-ms)
ein R-Modul.

Beweis. Genau wie fiir Satz 46. m

Satz 123. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und N ein Untermodul von M. Auf M wird durch
mi~msg & mp—mo €N

eine Aquivalenzrelation erklirt. Die Menge M/N := M/~ der Aquivalenzklassen bildet zu-
sammen mit der Operation

-t Rx M/N — M/N, T mle = [rmlo
einen R-Modul.
Beweis. Genau wie fiir Satz 47. n

Definition 76. Der Modul M/N aus dem vorigen Satz heifit der Quotientenmodul (engl.
quotient module) von M nach N.

Beispiel.

1. Zg = Z./67.

2. Betrachte die Menge R der reellen Zahlen als Z-Modul. Die Elemente von R kann man
sich bekanntlich als Punkte auf einer Geraden (der ,,Zahlengeraden) veranschaulichen.
Zur Veranschaulichung der Elemente von R/Z bietet sich statt einer Gerade ein Kreis
mit Umfang 1 an. Wenn man sich vorstellt, dass die Zahlengerade auf diesem Kreis
aufgewickelt wird, dann kommen genau die zueinander dquivalenten Elemente von R auf

137

denselben Kreispunkten zu liegen. Zum Beispiel ist [%]N = % Fl={ = g )
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R/Z

Auch R? lasst sich als Z-Modul interpretieren. Die Elemente von R? sind Punkte der
Ebene. Die Menge {0} x Z bildet einen Untermodul von R?, und die Elemente von
R2/({0} x Z) kann man sich vorstellen als die Punkte auf einem unendlich langen Zy-
linder, um den die Ebene R? gewickelt wurde. Interessant ist auch der Z-Modul R?/Z?:
dieser entsteht, indem man die Ebene zunéichst um eine der Achsen zu einem Zylinder
aufwickelt, und den Zylinder dann um die andere Achse wickelt, so dass ein Torus-artiges
Gebilde entsteht.

R2 R?/({0} x Z) R?/7?

-
N K

Definition 77. Sei R ein Ring und seien M7, My zwei R-Moduln. Eine Funktion h: My — M>
heiit (Modul-)Homomorphismus, falls gilt

Vri,ro € RY mi,mo € M : h(rlml + Tgmg) = rlh(ml) + Tgh(mg).
Ist h: M} — My ein Homomorphismus, so heifit
kerh:={m e M;:h(m)=0} C M

der Kern von h und

imh:={h(m):me M} C M

das Bild von h.

Ein bijektiver Homomorphismus heif3t Isomorphismus, und My, My heilen (zueinander) iso-
morph, geschrieben M; = My, falls es einen Isomorphismus h: M; — My gibt.
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Satz 124. Sei R ein Ring.

1. Die Verkettung zweier Homomorphismen ist ein Homomorphismus. Die Umkehrfunktion
eines Isomorphismus ist ein Isomorphismus.

2. Fiir je drei R-Moduln My, My, M3 mit gilt M; = My, My = My = My = My, M; =
MQ,MQ = M3 = M = Mg.

3. Sind M;, My zwei R-Moduln und ist h: M; — Ms ein Homomorphismus, so ist ker h
ein Untermodul von M7 und im h ein Untermodul von M.

Beweis. Genau wie fiir Satz 49. m

Satz 125. (Homomorphiesatz fiir Moduln) Sei R ein Ring, M;, M; seien R-Moduln, h: M; —
Ms sei ein Homomorphismus. Dann gibt es einen surjektiven Homomorphismus ¢g: M; —
M;/ker h und einen injektiven Homomorphismus f: M;/kerh — Ma, so dass h = f o g.
Wenn h surjektiv ist, dann ist auch f surjektiv. Insbesondere gilt immer M/ ker h = im h.

Beweis. Genau wie fiir Satz 55. ]

M14>M2

N A

M/ kerh

Beispiel. Sei R = Z, My = Z?, My = Zg und h: My — Ms, h(z,y) = [27 + 3y]=,. Es ist
klar, dass h ein Z-Modulhomomorphismus ist. Wegen

h(0,0) = [O]EG h(()? 1>: [3

h’(_17 1) = [1]56 h(270): [4

M1L0) =2, (L=

ist imh = Zg (d.h. h ist surjektiv). Was ist der Kern? Wegen h(3,0) = h(0,2) = [0]=,

gehoren zumindest (3,0) und (0,2) zum Kern, und damit auch alle Z-Linearkombinationen
dieser beiden Vektoren:

259



Weitere Vektoren enthilt der Kern nicht. Wenn némlich (z,%) € Z? im Kern ist, dann auch
(z,y) + a(3,0) + b(0,2) fiir jede Wahl von a,b € Z. Fiir jedes gegebene (z,y) € Z? lassen
sich a,b € Z finden, so dass (z,y) +a (3,0) +b(0,2) € {(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(2,1)}
ist, und da von diesen Punkten (0,0) der einzige ist, an dem h den Wert 0 annimmt, kann
(z,y) € Z? nur dann im Kern liegen, wenn es eine Z-Linearkombination von (3,0) und (0, 2)
ist.

Es gilt also kerh = <(g), (g)) = Z(g) + Z(g), und aus dem Satz folgt, dass Z2/<(3), (g)> und
Zg als Z-Moduln isomorph sind.

Definition 78. Sei R ein Ring, M, M5 seien zwei R-Moduln. Dann wird die Menge aller
Homomorphismen h: My — My mit Hom (M, My) bezeichnet.

Wenn R ein kommutativer Ring ist, wird Hom(M;, M5) genau wie im Fall der Vektorrdume zusammen
mit den Operationen

hi+ he := 2 hi(x) + ha(x)
r-h: =z~ rh(z)

zu einem R-Modul.

Damit sind alle Konstruktionen, die wir fiir Vektorrdume behandelt haben, auf den Fall von Moduln
iibertragen, mit Ausnahme des Tensorprodukts. Fiir dessen Definition haben wir im Abschnitt 15
verwendet, dass jeder Vektorraum eine Basis hat. Das geht bei Moduln nicht so einfach, denn wie wir
bald sehen werden, hat nicht jeder Modul eine Basis.

Die Definition des Tensorprodukts U®V zweier K-Vektorrdume U, V war so gemacht, dass die Elemente
von U ® V' Linearkombinationen von Paaren (u,v) sind, wobei u ein Basiselement von U und v ein
Basiselement von V ist. Fiir die Paare (u, v) schreibt man u®v. Die Notation u®uv wurde dann erweitert
auf beliebige Elemente u € U,v € V, wobei sich herausstellte, dass folgende Rechenregeln gelten:
(u1 +u2)®@v = (U1 @v)+ (U2 ®v), u® (v1 +v2) = (U1 )+ (UQv2) und a(u®v) = (cu) v = u® (av)
fiir alle u,uy,us € U, v,v1,v2 € V und a € K.

Fiir das Tensorprodukt von Moduln geht man von Linearkombinationen beliebiger Paare (u,v) € UxV
aus. Das ergibt zunéchst einen viel zu groffen Modul. Durch Quotientenbildung unterwirft man die
formalen Linearkombinationen in diesem Modul den Rechenregeln, die fiir Tensoren erfiillt sein sollen.
Das ist eine sehr typische Anwendung von Quotientenbildung: Man beginnt mit einem grofien Raum
aller ,,Ausdriicke* und dividiert dann die , Relationen® heraus, die zwischen den Ausdriicken gelten
sollen.

Definition 79. Sei R ein kommutativer Ring.

1. Sei S eine Menge und Fg(S) die Menge aller Funktionen f: S — R mit |[{z € § :
f(z) # 0} < oo. Dann heifit Fr(S) (zusammen mit den naheliegenden Operationen)
der freie R-Modul iiber S.

Fir f € Fr(S) mit f(s1) =r1,..., f(sp) =, und f(s) = 0 fiir alle s € S\ {s1,...,sn}
verwendet man die Notation

f=risi+---+rpsn.
2. Seien My, My zwei R-Moduln und

E ={a(u,v) — (au,v) : o € R,u € My,v € My}
U{a(u,v) — (u,av) : a € Ryu € My,v € My}
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U{ (u1,v) + (ug,v) — (u1 + ug,v) : up,ug € My,v € My}
U { (’U,,’Ul) + (U,’UQ) — (u,vl +’U2) cu € My, v1,v9 € MQ} - FR(Ml X Mg)

Dann heif3t
My ®p My :=Fr(M; x My)/(E)

das Tensorprodukt von M und M.

Statt [(m1, m2)]~ schreibt man m; ® ma.

Beispiel. Es gilt R[X]|®pr R[Y] = R[X][Y].
Jedes Element von Fr(R[X] x R[X]) hat zunéchst die Form
ri- (@) + o e (P dn)

fiir gewisse r1,...,m, € R, p1,...,pn € R[X], und q1,...,q, € R[Y]. Dabei hat jedes p; die
Form
Pi = pio + pinX + - + piaX?

fiir gewisse p; ; € R und jedes g; hat die Form
G =qio+qi1Y +- -+ qaY?

fiir gewisse ¢; ; € R.

Modulo (E) ist jedes Paar (p,q) € R[X] x R[Y] dquivalent zu einer Linearkombination

50,0 (1L, 1) +s01 - (L,Y) 4+ +s0a- (1, Y%
510 (X D) +s11- (X, V) 4+ 4514 (X, Y9

+54,0 (X 1) +sq1- (XULY) + - + 544 (XYY
fiir gewisse so0,...,544 € I, z.B.

(3+4X —X%1-Y)
~(34+4X - X% 1)+ (3+4X — X2, -Y)
~ (344X — X% 1) - (34+4X — X2Y)
~(3,1)+ (4X, 1)+ (-X%1) - (3,Y) — (4X,Y) — (-X%Y)
~3(1,1) +4(X,1) — (X%,1) = 3(1,Y) —4(X,Y) + (X4Y).

Damit ist jede R-Linearkombination von Paaren (p,q) € R[X] x R[Y]| modulo (E) dquivalent
zu einer R-Linearkombination von Paaren (X i Yj) mit ¢, j € N. Die Elemente von

R[X]@r R[Y] = Fr(R[X] x R[Y])/(E)

lassen sich deshalb interpretieren als Polynome in zwei Variablen X, Y mit Koeffizienten in R.

39 Freiheit und Torsion
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Definition 80. Sei R ein Ring und M ein R-Modul.

1. Eine Menge E C M heif3t linear unabhdngig, falls fiir jede Wahl von paarweise verschie-
denen Elementen ey, ..., e, € E gilt:

Vri,...,tn€R:rme1r+ - +re,=0=>r=--=r,=0.

2. Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von M heiflit Basis von M.

3. M heiit frei (engl. free), falls M eine Basis hat.

Beispiel.
1. Jeder K-Vektorraum ist wegen Satz 44 ein freier K-Modul.
2. {((1)), (2)} ist eine Basis des Z-Moduls Z2.

3. Der Z-Modul Z¢ = Z/6Z hat keine Basis, denn fiir jedes e € Zg gilt 6-e = [0]=,, und als
Element von Z ist » = 6 von Null verschieden. Die einzige linear unabhéngige Teilmenge
von Zg ist deshalb die leere Menge, und diese ist offensichtlich kein Erzeugendensystem
von Zg.

Erzeugendensysteme von Zg sind {[1]z,} und {[5]=,}. Die Mengen {[2]=,}, {[3]=s},
{[4]=,} sind keine Erzeugendensysteme von Zg, sondern erzeugen echte Untermoduln.
Aber z. B. {[2]|=,, [3]=, } ist auch ein Erzeugendensystem von Zg. Bei Moduln kann es also
sein, dass ein Erzeugendensystem minimal ist in dem Sinn, dass keine echte Teilmenge
ebenfalls ein Erzeugendensystem ist (wie z. B. {[2]=,, [3]=4}), es aber trotzdem auch ein
Erzeugendensystem mit weniger Elementen gibt (wie z. B. {[1]=,}). Bei Vektorrdumen
geht das nicht.

4. Das Ideal I = (2, X) C Z[X] wird von E = {2, X} erzeugt. Es handelt sich dabei aber
nicht um eine Basis, weil X -2 —-2.X = 0, d.h. 2 und X sind linear abhéngig iiber
Z[X]. Die Teilmengen {2} und {X} von E sind zwar linear unabhéngig, bilden aber
keine Basen von I, weil 2 ¢ (X) und X ¢ (2). Tatséchlich hat I gar keine Basis.

5. Q ist als Z-Modul nicht frei. Fiir jede Wahl von ¥, 2 € Q gilt (vp)} — (ug)® =0, d.h.
je zwei Elemente von Q sind {iber Z linear abhéingig. Linear unabhéingige Teilmengen
von Q konnen deshalb hochstens ein Element enthalten. Es gibt aber keine Erzeugen-
densysteme von Q mit nur einem Element, denn fiir jede Wahl von e € Q \ {0} gilt
se & (e) = Ze, und {0} ist natiirlich auch kein Erzeugendensystem.

6. Ein Modul M ist genau dann frei, wenn es eine Menge S gibt, so dass M = Fr(S) gilt.

Satz 126. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter freier Modul. Dann ist
jeder Untermodul N von M auch endlich erzeugt und frei.
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Beweis. Sei £ = {e1,...,e,} eine Basis von M. Wir zeigen durch Induktion nach i, dass
N; := NnN{eq,...,e) fiir jedes i =0,...,n frei und endlich erzeugt ist.

Fiir i = 0ist {e1,...,e;} =0 und {(e1,...,e;) = {0} und Ny = {0}, was sicher frei und endlich
erzeugt ist.

Induktionsschritt i — 1 — 4. Jedes m € N; = N N {eq,...,e;) ldsst sich schreiben als

m=rie; + - +rie;

fir gewisse rq,...,r; € R. Die Menge aller r; € R, die in diesen Darstellungen auftreten
konnen, bildet ein Ideal von R, und nach Annahme iiber R ist dieses Ideal von einem Element
erzeugt. Sei r € R so ein Erzeuger.

Falls » = 0 ist, ist N; = N;_1 und das ist nach Induktionsvoraussetzung frei und endlich
erzeugt. Wenn r = 0 ist, wihle ein m € N;, das sich schreiben ldsst als

m=rie; + -+ ri—16,_1 + 1€

flir gewisse r1,...,7,—1 € R. Nach Induktionsvoraussetzung hat N;_; eine endliche Basis
{b1,...,bx}. Wir zeigen, dass B := {b1,...,b;, m} eine Basis von Nj ist.

B ist linear unabhéngig: Seien s1, ..., s;, s € R so, dass s1b1+- - -+ sibg+sm = 0 ist. Wenn s #
0 ist, dann ist sm eine Linearkombination von e, . . ., e;, in der e; explizit vorkommt, weil r # 0
ist und R als Hauptidealring keine Nullteiler hat. Da die by, ..., bx nur Linearkombinationen
von eq,...,e;_1 sind, wére auch s1by+- - -+ sbr. +sm eine Linearkombination von eq, ..., ¢e;, in
der e; explizit vorkommt. Eine solche kann es nicht geben, weil {ey,...,e,} linear unabhéngig
ist. Es gilt also auf jeden Fall s = 0. Daraus folgt aber sofort auch s; = -+ = s, = 0, weil
{b1,...,bx} als Basis von N;_; linear unabhéingig ist.

B ist ein Erzeugendensystem, weil nach Wahl von r jedes m € N; von der Form m = rm +n
fiir ein 7 € R und ein n € N;_q ist. m

1 4 7
Beispiel. M = 732 ist ein endlich erzeugter freier Modul. N = (| 2|, |5, (8 ]) ist ein
3 6 9
Untermodul. Das angegebene Erzeugendensystem ist nicht linear unabhéngig, aber nach dem
Satz muss es auch ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem von N geben. Ein solches
findet man im allgemeinen nicht dadurch, dass man eine Basis des Q-Untervektorraums
1 4 7
(12],15],(8]) € Q3 berechnet, deren Eintriige in Z liegen. Dieser Vektorraum enthélt
3 6 9

namlich zum Beispiel das Element

das in Z3 liegt, aber nicht in N. (Das sieht man z.B. daran, dass N nur Vektoren enthélt,
deren dritte Koordinate durch drei teilbar ist, weil das schon fiir alle drei Elemente des

2 -1
Erzeugendensystems so ist.) Eine Basis von Nist {| 1 |, [ 1 ]}. Wie man eine solche Basis
0 3

findet, werden wir im folgenden Abschnitt sehen.
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Definition 81. Sei R ein Integritéitsbereich und M ein R-Modul.

1. Ein Element m € M heifit Torsionselement (engl. torsion element), falls es ein r €
R\ {0} gibt mit rm = 0.

2. Die Menge Tor(M) aller Torsionselemente von M heifit der Torsionsuntermodul (engl.
torsion submodule) von M.

3. M heifit Torsionsmodul (engl. torsion module), falls M = Tor(M) ist, und torsionsfrei
(engl. torsion-free), falls Tor(M) = {0} ist.

Beispiel.
1. Zg ist ein Torsionsmodul, denn fiir jedes x € Zg gilt 6 - x = 0.

2. 75 ist torsionsfrei. Allgemeiner: jeder freie Modul ist torsionsfrei. Insbesondere ist jeder
K-Vektorraum, aufgefasst als K-Modul, torsionsfrei, d. h. fiir jeden K-Vektorraum V' gilt
Tor(V) = {0}.

3. M =K"™" ist als K[X]-Modul im Sinn von Definition 57 ein Torsionsmodul, weil nach
Satz 83 fiir jedes A € M ein p € K[X] \ {0} existiert mit p(A) = 0.

4. Q ist als Z-Modul torsionsfrei, aber nicht frei. Q/Z ist ein Torsionsmodul, weil fiir jedes
LeQugilt ¢ =peZ=10]., also ¢ [£]. = [0]~.

R/Z ist weder frei noch torsionsfrei. Es gilt Tor(R/Z) = Q/Z.

Satz 127. Sei R ein Integritétsbereich und M ein R-Modul. Dann ist Tor(M) ein Untermo-
dul von M.

Beweis. Auf jeden Fall gilt 1-0 =0, also 0 € Tor(M), also Tor(M) # 0.
Seien nun r1,79 € R und my, mg € Tor(M). Zu zeigen: r1mq + romg € Tor(M), d. h. es gibt
ein s € R\ {0} mit s(rymy + romg) = 0.
Wegen my,mg € Tor(M) gibt es s1,s2 € R\ {0} mit sym; = samy = 0. Wihle s = s1s5.
Dann gilt s # 0, weil R ein Integritétsbereich ist, und
S(Tlml + T2m2) = 8182(T1m1 + 7“2m2)
= S$182T1M1 + S1S272M2
= 8971 S1M1 +8172 S9Mo = 0,
—— =~
=0 =0

wie gewiinscht. [

Satz 128. Sei R ein Integritéitsbereich und M ein R-Modul. Dann ist M/ Tor(M) torsions-
frei.

Beweis. Sei m € M beliebig. Zu zeigen: Wenn r € R\ {0} so ist, dass r - [m]|. = [0]~ ist,
dann ist [m]. = [0]~, also m € Tor(M).

Sei also 7 € R\ {0} so, dass r - [m]. = [0]~. Dann gilt rm € Tor(M), dann existiert s €
R\ {0} mit s(rm) = 0, dann (sr)m = 0. Weil R Integritétsbereich ist, ist sr # 0. Also gilt
m € Tor(M). ]
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Satz 129. Sei R ein Integritétsbereich und M ein R-Modul. Dann gibt es einen freien Un-
termodul My von M, so dass M /M ein Torsionsmodul ist.

Beweis. Sei E ein Erzeugendensystem von M und Ey C F eine linear unabhéngige Teilmenge
von E, die maximal ist in dem Sinn, dass Ep U {e} fiir jedes e € E \ Ey linear abhéngig ist.
Dann ist My := (E)p) ein freier Untermodul von M. Wir zeigen, dass M /My ein Torsionsmodul
ist.

Nach Wahl von Ej ist Eg U {e} fiir jedes e € E'\ Ey linear abhéngig, etwa

ae+riep + -+ rmem =0

fir gewisse a,r1,...,7m € R und eq,...,e, € Ey. Da Ejy linear unabhéngig ist, muss a #
0 sein. Andererseits ist ae € (Eg) = My, d.h. a - [e]~ = [0]~ in M/My, d.h. e ist ein
Torsionselement.

Da {[e]~ : e € E\ Ep} ein Erzeugendensystem von M /Mj ist und Linearkombinationen von
Torsionselementen wieder Torsionselemente sind (Satz 126), folgt die Behauptung. n

Satz 130. Sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul. Wenn M endlich erzeugt und
torsionsfrei ist, dann ist M auch frei.

Beweis. Sei E ein endliches Erzeugendensystem von M und sei Ey = {ei,...,e,} C E eine
linear unabhéingige Teilmenge, die maximal ist in dem Sinn, dass EyU{e} fiir jedes e € E'\ Ey
linear abhéngig ist. Schreibe E \ Ey = {u1,...,u;}. Dann gibt es fiir jedes i = 1,...,k ein
a; € R sowie r1,...,r, € R, so dass a;,71,...,7, nicht alle Null sind und

aiu; =1r1€1 + -+ ey

gilt, d. h. es gilt a;u; € (Ey). Wegen der linearen Unabhéngigkeit von Ey muss a; # 0 sein.
Mit @ = ajag - --ay gilt dann au; € (Ep) fiir alle i. Fiir den Homomorphismus h: M — M,
h(z) = ax gilt deshalb imh C (Ejp).

Weil a # 0 ist und M torsionsfrei, gilt ker h = {0}. Aus Satz 124 folgt deshalb M = M/ ker h =
Als Untermodul des freien und endlich erzeugten Moduls (Ep) ist im h nach Satz 125 ebenfalls

frei und endlich erzeugt (hier geht ein, dass R ein Hauptidealring ist). Daraus folgt wegen
M = im h schliefflich, dass M frei ist. m

Satz 131. Sei R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existiert ein
freier Untermodul F' von M, so dass M = F & Tor(M).

Beweis. Betrachte den Homomorphismus h: M — M/ Tor(M) mit h(m) = [m].. Es ist klar,
dass ker h = Tor(M) ist und dass h surjektiv ist. Nach Satz 127 ist M/ Tor(M) torsionsfrei.
Weil M endlich erzeugt ist, ist auch M/ Tor(M) endlich erzeugt. Weil R ein Hauptidealring
ist, folgt nach Satz 129 aus ,torsionsfrei“ und ,endlich erzeugt“, dass M/ Tor(M) frei ist.

Sei {by,...,bx} eine Basis von M/Tor(M). Da h surjektiv ist, gibt es my,...,my € M
mit h(mi) = by, ..., h(mg) = bg. Die Elemente my,...,my € M sind linear unabhéngig,
weil by,...,by € M/ Tor(M) linear unabhéngig sind. Also ist F' := (mq,...,my) ein freier
Untermodul von M.

Es gilt F NTor(M) = {0}, weil F NTor(M) als Untermodul des freien Moduls F' auch frei ist
und freie Moduln keine anderen Torsionselemente als 0 enthalten kénnen.
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Es gilt auch M = F + Tor(M), denn ist x € M beliebig, so ist h(z) = r1by + -+ + by fir
gewisse r1,...,7; € R. Dann gilt

T ~Trimy+ -+ rgmg,

also
rT=rimi+---+rgmg +m

er

fiir ein gewisses m € Tor(M). ]

40 Lineare Gleichungssysteme iiber Ringen

Sei R ein Ring und A € R™*™ eine Matrix mit Eintrigen in R. Die Multiplikation von Matrizen iiber
Ringen ist definiert wie bei Korpern (Def. 19). Fiir gegebenes A € R™"*™ ist die Menge kerg A := {x €
R™ : Az = 0} ein Untermodul von R™, und man kann sich fragen, wie man ein Erzeugendensystem
fiir diesen Untermodul konstruiert. Die Frage ist also, wie man ein lineares Gleichungssystem

a1121+ -+ a1,mTm =0

an, 121 + -+ Un,mTm = 0

l6st, wenn die a;; gegebene Ringelemente sind und die Variablen z; fiir unbekannte Elemente des
Rings stehen.

Es ist kein Losungsverfahren bekannt, das fiir beliebige Ringe funktioniert. Andererseits wissen wir
aus Abschnitt 9, dass es ein allgemeines Losungsverfahren fiir den Fall gibt, dass der Ring ein Koérper
ist. Wir betrachten jetzt den Fall, wo der Ring ein Hauptidealring ist. In diesem Fall ist R™ ein freier
Modul und kerg A als Untermodul von R™ nach Satz 125 auch frei. Wir konnen also nach einer Basis
von kerg A fragen.

Wir konnen ebenso nach einer Basis des R-Untermoduls von R™ fragen, der von den Zeilen von A
erzeugt wird. Klar ist, dass sich dieser Untermodul nicht &ndert, wenn man

e cine Zeile von A mit einem Element ¢ € R multipliziert, das in R ein multiplikatives Inverses
besitzt,

e das c-fache einer Zeile zu einer anderen dazuaddiert, fiir ein beliebiges ¢ € R,

e zwel Zeilen vertauscht.

Ist ndmlich A eine Matrix, die auf diese Weise aus A entsteht, dann lisst sich jede R-Linearkombination
von Zeilen von A auch als R-Linearkombination von Zeilen von A schreiben, und weil jede der genann-
ten Operationen durch eine Operation des gleichen Typs riickgéngig gemacht werden kann, ist auch
jede R-Linearkombination von Zeilen von A eine R-Linearkombination von Zeilen von A.

Die Operationen entsprechen der Multiplikation der Matrix von links mit Elementarmatrizen, die die
Eigenschaft haben, dass ihre Eintrége und auch die Eintréige in ihren Inversen Ringelemente sind. Sie
sind also als Elemente von R™*™ invertierbar. Wenn R ein Teilring eines Korpers K ist, kann es sein,
dass eine Matrix A € R™*™ als Element von K"*™ invertierbar ist, aber als Element von R™*™ nicht.
Um Missverstdndnisse zu vermeiden, benutzt man deshalb statt ,,invertierbar” ein anderes Wort, wenn
man Invertierbarkeit iiber dem Ring meint.
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Definition 82. Sei K ein Korper, R C K ein Unterring von K (d. h. eine Teilmenge von K,
die 0 und 1 enthélt und beziiglich der Addition, Subtraktion und Multiplikation von K abge-
schlossen ist). Sei A € R"*".

1. A heiBt invertierbar (engl. invertible), falls 3 B € K" : AB = BA = I,,.
2. A heilit unimodular, falls 3 B € R™*" : AB = BA = I,,.
Die Menge aller unimodularen (n x n)-Matrizen iiber R wird mit GL(n, R) bezeichnet.

Beispiel.

1. A = < > € 7Z%**2 C Q**? ist invertierbar, aber nicht unimodular, denn A™! =

N[ =

> liegt nicht in Z2*2.

2 0 1 2 =2
2. A 1 1| € Z33 C Q%*3 ist unimodular, denn A= = | 0 —1 1 | liegt
1 -1 -2 -3

3. A= ((1) g{,) € QX ]2X2 Q(X)2X2 ist invertierbar, aber nicht unimodular, denn

Al = <(1) 1/OX> liegt nicht in Q[X]2*2.

2 2
4. A = (1 +32X;2X 2413))((4—22))(2) € Q[X]**? C Q(X)**? ist unimodular, denn

4— X +2X% 243X +2X2\ . .

1_ 2%2

A7 =3 ( 5 x? 1 _9x _ X2> liegt in Q[X]<*.

Trotz der Unterscheidung zwischen ,,unimodular® und ,invertierbar“ kann es zu Miss-

verstindnissen kommen. Zum Beispiel ist die Matrix A zwar unimodular als Element
von Q[X]?*2, aber nicht als Element von Z[X]?*2.

5. Eine Matrix, die nicht invertierbar ist, ist erstrecht nicht unimodular.

Satz 132. (Verallgemeinerung von Satz 31) Sei K ein Korper und R ein Unterring von K. Sei
A € R™"™. Dann gilt: A ist genau dann unimodular, wenn det(A) ein multiplikatives Inverses
in R hat.

Beweis. ,=“ Wenn A unimodular ist, existiert ein B € R™™ mit AB = I,. Dann gilt
det(AB) = det(A) det(B) = det(I,,) = 1. Also ist det( y = det(B) € R.
,<=“ det(A) hat ein multiplikatives Inverses in R. Damit ist insbesondere det(A) # 0 und

A ist in K™" invertierbar. Sei B = A~!. Die j-te Spalte von B ist die Losung z € K" des
inhomogenen linearen Gleichungssystems Az = e;, wobei e; der j-te Einheitsvektor ist. Nach

iezgﬁg wobei A die Matrix

ist, die aus A entsteht, wenn man die i-te Spalte durch e; ersetzt. Wegen A e Rr<n gilt
det(A) € R, und nach Annahme gilt m € R. Da ¢ und j beliebig waren, folgt, dass alle
Komponenten von B in R liegen. [

Satz 35 (Cramers Regel) hat die i-te Komponente von = die Form
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Beispiel.

1. Eine Elementarmatrix diag(1,...,1,¢,1,...,1) ist genau dann unimodular, wenn ¢ € R
in R ein multiplikatives Inverses hat.

2. Die Elementarmatrizen, die das Vertauschen zweier Zeilen oder das Addieren des c-
fachen (mit ¢ € R) einer Zeile zu einer anderen ausdriicken, sind immer unimodular.

In Abschnitt 9 haben wir gezeigt, wie man eine beliebige Matrix iiber einem Koérper durch elementare
Zeilenumformungen in eine Treppennormalform iiberfithren kann. Wenn man nicht dividieren kann,
sind die Bedingungen der Treppennormalform in Def. 23 im allgemeinen nicht zu erfiillen. Wir fithren
jetzt eine abgeschwiichte Variante der Treppenormalform ein, die auch fiir Hauptidealringe funktioniert.
Der Einfachheit halber betrachten wir ab jetzt nur noch den Ring R = Z.

Definition 83. Eine Matrix A = ((a;;)); 2, € Z™™ heiBt Hermite-Normalform (HNF),
falls es j1 < jo < -+ < ji gibt mit

1. aij,...,agy, sind positiv.

2. aig = = a;j-1 = 0 fiir alle ¢ = 1,...,k, und a;; = 0 fiir alle ¢ > £k und alle
j=1,...,m.

3. Firallei=1,...,kgilt 0 <ayj,,...,a5-1,, < agj,-

Informal gesagt hat eine HNF die Gestalt einer Treppenform im Sinn von Def. 23, wobei auf den
Treppenstufen statt 1 beliebige positive Zahlen stehen diirfen und oberhalb jeder Treppenstufe nur
nichtnegative Zahlen, die kleiner sind als die Zahl auf der zugehorigen Stufe.

Beispiel. Die Matrix

OO O OO NN
SO OO OO ¥
SO OO O *
OO OO W
[l el =R
S O D % ¥k ¥
OO ot W
S O X% ¥ ¥ x
O O % ¥ ¥ ¥

ist eine Hermite-Normalform. Dabei stehen die Symbole x fiir beliebige Elemente von Z.

Satz 133. Fiir jedes A € Z™"*™ existiert eine unimodulare Matrix U € Z™*" und genau eine
Hermite-Normalform H € Z™*™ mit UA = H.

Statt eines formalen Beweises geben wir nur einen Algorithmus an, der die Hermite-Normalform zu
einer beliebigen gegebenen Matrix berechnet. Wie im Abschnitt 9 ist der Algorithmus so notiert, dass
er die Eintrage der Eingabematrix A im Verlauf der Rechnung durch andere Eintrége ersetzt. Die
Notation A[i, j] bezeichnet jeweils den Eintrag, der zum aktuellen Zeitpunkt an der Stelle (7, j) von A
steht.
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Algorithmus 8. Eingabe: A = ((a”))?ﬁl e Znxm
Ausgabe: Die Hermite-Normalform H € Z™*™ von A.

1 r=1

2 fire=1,...,m:

3 wenn A[r, ¢, ..., An,c] nicht alle Null sind:

4 wéhle ein p € {r,...,n}, so dass |Alp, ]| = min({|A[r, ]|, ..., |A[n, ]|} \ {0}) ist.
5 wenn p # r, dann vertausche die p-te und die r-te Zeile von A

6 wenn A[r, ] < 0, dann multipliziere die r-te Zeile von A mit (—1)
7 firi=r+1,...,m:

8 bestimme ein g € Z, fiir das A7, ¢] — ¢A[r, ¢]| minimal ist.

9 addiere das (—q)-fache der r-ten Zeile zur i-ten Zeile von A.

10 wiederhole die Schritte 4-9, bis A[r + 1,¢] = - -+ = A[n, ] = 0 gilt.
11 fuiri=1,...,r—1:

12 bestimme ein g € Z, fiir das 0 < A[i, ¢] — ¢Ar, ¢] < A[r, ] gilt.
13 addiere das (—g)-fache der r-ten Zeile zur i-ten Zeile von A.

14 r=r+1

15 gib A als Ergebnis zuriick.

Der Algorithmus geht von links nach rechts durch die Matrix und bearbeitet jede Spalte so lange,
bis sie die Bedingungen aus der Definition erfiillt. Dabei werden nur elementare Zeilenoperationen
auf die Matrix angewendet, die unimodularen Matrizen entsprechen, und die die schon bearbeiteten
Spalten links von der aktuellen Spalte nicht verdndern. Damit ist klar, dass die Ausgabematrix H des
Algorithmus eine Hermite-Normalform ist, und dass es eine unimodulare Matrix U gibt mit UA = H.

Es ist weniger klar, dass der Algorithmus fiir jede Eingabematrix zum Ende kommt. Es wire denkbar,
dass eine Situation entsteht, in der die Schritte 4-9 unendlich oft wiederholt werden, ohne dass die
Schleifenabbruchbedingung jemals erfiillt wird. Dass das nicht passieren kann, folgt daraus, dass nach
jedem Durchgang durch diese Schritte die Zahlen A[i,¢c] fiir ¢ = r 4+ 1,...,n echt kleiner sind als
der Treppenstufeneintrag A[r, ¢]. Dieser wird also bei jeder Wiederholung dieser Schritte durch ein
kleineres Element von N ersetzt. Da jede streng monoton fallende Folge in N endlich ist, muss auch
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten fertig werden.

Beispiel.

2] 0 -1 2l 3 5 0 -1

6 2 1 0l -7 -7 -2 4

71 -4 3 3 2 1] —13 —12 3

3 -4 -1 3 1 1| -7 -6

1] -7 -6 3 2 142 1|-7] -6 3

0 -7 -7 -2 4 0|-7] -7 —2 4 |- (=1)
Al 213 212 3 s N “lol-6| -6 0 3 j

2/ 3 5 0 -1 N 0/17| 17 -6 -5
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1|-7| —6 2 1|-7| —6 2
0| 6 6 0o -3 -3 06 6 0o -3 (=1
o ] o j (—1)
0|=-7] -7 -2 4 + 0|—-1] -1 -2 1
O|17| 17 -6 -5 + 0(-1] -1 -6 4
1]-7| -6 3 2 ﬁ+ 1 0 1] 17| -5
0 2 -1 —6 7 0 1 1 2 -1
VRS ] VRS
0[6] 6 0 -3 + 00 0|-12] 3 j-(—l) 3
0(-1] -1 -6 4 + 0O 0 0] -4 3 Q+
1 0 1|17 =5 + 1 01 1|7 +
01 12| -1 ] 01 1 2|-1 +
VRS VRS
0 0 04| -3 —4 0O 0 0 4]-3 (ﬁ‘l’
000/|0|-6 000 0|=6| (-1 .
1 01 1]1
01 1 215
VEY
0O 0 0 43
0 0 0 016

Satz 134. Sei A € Z"*™ und sei H € Z"*("+™) die Hermite-Normalform von (AT |I,,,). Es
seien B € ZF U € ZF*™ und N € Z(m=k)>*m g5 dass

wobei k so gewihlt ist, dass B keine Nullzeilen hat. Dann gilt:

1. (13) ist die Hermite-Normalform von A", und UAT = B.

2. Die Zeilen von B bilden eine Basis des Z-Untermoduls von Z™, der von den Spalten von
A erzeugt wird.

3. Die Zeilen von N bilden eine Basis von kery A.

Beweis.

1. Da H eine Hermite-Normalform ist, ist auch B eine Hermite-Normalform. Ist M €
Z™*™ eine unimodulare Matrix mit M(AT|I,,) = H, so gilt MAT = (g) und M1, =
M = (][\],), also (][{,)AT = (]g), also UAT = B.

2. Aus Teil 1 folgt, dass es sich um ein Erzeugendensystem handelt. Dass die von Null

verschiedenen Zeilen einer Hermite-Normalform linear unabhéngig sind, zeigt man wie
in Satz 23.

3. Da H eine Hermite-Normalform ist, ist auch N eine Hermite-Normalform. N kann keine
Nullzeilen enthalten, weil die Zeilen von I, linear unabhéngig sind. Es folgt, dass die
Zeilen von N linear unabhéngig sind.
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Aus der Rechnung im Beweis zu Teil 1 folgt NAT = 0. Damit sind die Zeilen von N in
kerz A enthalten. Sei umgekehrt x € kerz A. Zu zeigen: x ist eine Z-Linearkombination
der Zeilen von N.

Sei M € Z™*™ wie im Beweis zu Teil 1. Da M unimodular ist, ist auch M " unimodular
(wegen Satz 29 und Satz 31), und wir kénnen x = M "y fiir ein y € Z™ schreiben. Es
gilt dann 0 = Az = AM Ty, also y(MAT) = y(]g) = 0. Da die Zeilen von B linear
unabhéngig sind, muss y die Form y = (0,...,0,%,...,%) haben. Daraus folgt, dass

x=MTy=(UT|INT)y eine Linearkombination der Zeilen von N ist. [
Beispiel.
. . 2 4 3 2\ ot .
1. Betrachte die Matrix A = 3 9 3 0 € Z-**. Die Hermite-Normalform von
2 3|1 1 0|1 0 -1 1
4 2 1 st 0O 1)1 2 -2 =2
3 3 1 ® 2 0 —2 1
2 0 1 03 -2 -3

Daraus folgt, dass die Spalten von A den ganzen Z? aufspannen, und dass

2 0

0 3
450150

1 -3

eine Basis des Z-Moduls K :=kery A = {z € Z* : Az = 0} C Z* ist.
Mit dem GauB-Algorithmus findet man

10 3/4 —1/2
AH(O 1 3/8 3/4)’

und daraus folgt, dass der Q-Vektorraum U := {z € Q* : Az = 0} C Q die Basis

3/4\ [-1/2
BT
0 —1

hat. Durch Skalierung der beiden Basiselemente mit 8 bzw. 4 bekommt man die alter-
native Basis

6 -2
3 3

B :{ -8 | 0 }
0 —4

Obwohl die Elemente dieser Basis in Z* liegen, handelt es sich nicht um eine Z-Modul-
2

Basis von M, denn z. B. der Vektor _02 € K lasst sich nicht als Z-Linearkombination
1
der beiden Vektoren in B schreiben.
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Umgekehrt gilt aber, dass jede Z-Modulbasis von kerz A auch eine Q-Vektorraumbasis
von U ist.

2. Betrachte die Z-Moduln A = ((g), (_12)) CZ?und B = <G), (_32)> C Z2. Gesucht ist
eine Basis von AN B.

Das Problem lésst sich genau wie bei Vektorrdumen auf die Losung eines linearen Glei-
chungssystems zuriickfithren: Eine Z-Modul-Basis fiir den Kern von

2 1 1 3
<3 2 1 —2)
1 0
ist {(21) , (i)}
-1 -3

Daraus folgt AN B = <1(§) + 2(}2),0(5) + 5(,12)> = ((,41)7 (,510)>-

In der folgenden Abbildung ist das Gitter A rot und das Gitter B blau dargestellt. Die
Gitterpunkte sind jeweils die Punkte, wo sich zwei gleichfarbige Geraden kreuzen. Das
Gitter A N B besteht aus den Punkten, wo sich sowohl zwei rote als auch zwei blaue
Geraden kreuzen. Diese Punkte sind als ausgefiillte Kreise markiert.

FSZ ORI IILNA
S S
VS oS
ALK
AT AL
CE IR
(e S
QAR

LATS
%
&

41 Die Smith-Normalform

Nach Satz 125 ist jeder Z-Untermodul von Z" frei und endlich erzeugt. Mit der Hermite-Normalform
kann man aus einem gegebenen Erzeugendensystem eine Basis berechnen. Quotientenmoduln Z™ /M
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fiir Untermoduln M C Z" sind im allgemeinen nicht frei. Nach Satz 130 gibt es aber fiir jeden solchen
Modul eine Zerlegung in einen freien Modul und einen Torsionsmodul. Allerdings gibt der Satz keinen
Hinweis darauf, wie man diese Zerlegung explizit berechnen kann. Manchmal ldsst sich aus dem Beweis
eines Satzes ein Berechnungsverfahren extrahieren. Man spricht dann von einem konstruktiven Beweis.
Der Beweis von Satz 130 ist nicht konstruktiv. Wie findet man also fiir einen gegebenen Untermodul
M C Z™ die Zerlegung von Z" /M? Die Frage lisst sich einfach beantworten, wenn M von Z-Vielfachen
von Einheitsvektoren erzeugt wird.

5 0
Beispiel. Fiir M = ([ 0], 2]) CZ3ist
0 0

1 0 0 1 0 0
Z3IM = ([{ O |1~ [{ 1 |Ts [} O )Tn) = ([ O [T +A[{ 1 )]o) + (1] 0 ))~) -
0 0 1 0 0 1

7.5 7.0

11

Z

Torsionsanteil freier Anteil

Wenn M keine solche Basis hat, dann kann man noch die Freiheit ausnutzen, fiir Z™ eine andere Basis
als die Standardbasis zu wéhlen. Es wiirde ndmlich geniigen, zum gegebenen Modul M C Z™ eine
Basis By von Z" zu finden, so dass M eine Basis B hat, so dass die Koordinatendarstellungen der
Elemente von Bs beziiglich der Basis By ganzzahlige Vielfache von Einheitsvektoren sind.

5 2
Beispiel. M = (| 0], [2]) € Z? hat keine Basis bestehend aus Z-Vielfachen von Ein-
0 0
1 1 0
heitsvektoren. Beziiglich der Basis (| 0], 1], [ 0 |) von Z? haben die Erzeuger von M die
0 0 1
5 0
Form | 0|, [2]. Da ein Basiswechsel in Z3 einem Isomorphismus Z? — Z3 entspricht, folgt
0 0
ZJ/M = Z5 X ZQ X L.
3 7 0
Andere Moglichkeit: Beziiglich der Basis B= (| 1|, 2|, |0 |) von Z? haben die Vektoren
0 0 1
5 2 —10 10
01],|2] die Koordinatendarstellungen b; = ( 5 |,by=1—4], denn es gilt
0 0 0 0

0 0

3 7
=10(1]—-412]+0
0 0

O DN OO W]

3 7 0
=—-1011]+5(2]+01]0
¢

0

0

1
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Auch

0 10
by +by=11 und 4by + 5by = 0
0 0

bilden eine Basis von M, wobei die Koordianten der Vektoren auf den rechten Seiten wieder
beziiglich B zu verstehen sind. Es gilt also auch Z3/M =2 Z; x Zyg x Z. (Beachte Z = Z/7 =

{0}.)
Der folgende Satz besagt, dass eine analoge Rechnung fiir jeden Modul M C Z™ moglich ist.

Satz 135. (Smith-Normalform) Fiir alle A € Z"*™ gibt es unimodulare Matrizen U € Z"*"
und V € Z™*™, so dass
S1

UAV = 52 ez

mit Diagonaleintrégen si,...,s, € N, fiir die gilt s; | s2 | s3 | ---. Diese si,s2,... sind
eindeutig durch A bestimmt.

Die Diagonalmatrix aus dem Satz wird als die Smith-Normalform von A bezeichnet. Sie verallgemeinert
eine Beobachtung aus Abschnitt 11. Dort hatten wir gesehen, dass sich jede Matrix A € K™"*™ durch
Anwendung elementarer Zeilen- und Spaltenoperationen auf eine Diagonalform bringen lasst, wobei
auf der Diagonalen zunéchst eine Reihe von Einsen und dann eine Reihe von Nullen steht.

Auch die Smith-Normalform bekommt man, indem man systematisch Zeilen- und Spaltenoperationen
auf die Matrix anwendet. Man eliminiert zuerst die Eintrige, die nicht auf der Diagonalen stehen. Das
geht so dhnlich wie bei der Berechnung der Hermite-Normalform. Anschliefend muss man noch die
Teilbarkeitseigenschaft der Diagonalelemente herstellen. Dazu benutzt man die Z-Version von Satz 75,
die besagt, dass es zu je zwei ganzen Zahlen s;, s; zwel ganze Zahlen a, b gibt, so dass g := ged(s;, s;) =
as; + bs; gilt. Wenn s;, s;, zwel Diagonaleintrége mit s; { s, sind, dann kann man wegen

+ b —s5/9 +

(Si Sj) Jj - (i; Sj) jist'/-'i z] - (g —Sj;j/g) | (-1) 7 (g 5182/9)

die Eintrége s; und s; durch g und s;s;/g ersetzen. Die Operationen sind unimodular, weil s;/¢g und
sj/g in Z liegen.

Da in dieser Rechnung die positive ganze Zahl s; durch eine echt kleinere positive ganze Zahl g ersetzt
wird (wegen s; { s; ist s; = g nicht moglich), muss nach endlich vielen Wiederholungen eine Diagonale
entstehen, in der jeder Diagonaleintrag den folgenden teilt.

Algorithmus 9. Eingabe: A € Z"*"™
51

Ausgabe: s1, 89, € N, so dass 52 € Z™*™ die Smith-Normalform von A ist.

fir k =1,..., min(n, m):
wenn A[i, j| = 0 fiir alle 4,j > k, dann weiter mit Schritt 14.
wihle eine Position (4, j) mit 4, j > k, fiir die |A[¢, j]| minimal und nicht Null ist.

falls i # k, vertausche die i-te Zeile und die k-te Zeile von A.

N
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5 falls j # k, vertausche die j-te Spalte und die k-te Spalte von A.

6 falls A[k, k] < 0, multipliziere die k-te Zeile (oder Spalte) mit (—1).
7 firi=k+1,...,n:

8 bestimme ein ¢ € Z, fiir das |A[i, k| — gA[k, k]| minimal ist.

9 addiere das (—q)-fache der k-ten Zeile zur i-ten Zeile von A.

10 firg=k+1,....m:

11 bestimme ein g € Z, fiir das |A[k, j| — ¢A[k, k]| minimal ist.

12 addiere das (—q)-fache der k-ten Spalte zur j-ten Spalte von A.
13 falls A[é, k] # 0 fiir ein ¢ > k oder Ak, j] # 0 fur ein j > k, weiter mit Schritt 3
14 solange es Paare (7,7) mit ¢ < j und A[s, ] 1 A[j, j] gibt:

15 wéhle so ein Paar und berechne g = ged(A[s, 4], A[7, j]).

16 ersetze A[j,j| durch A[i,i]A[j, j]/g und dann A[i, ] durch g.
Beispiel.

1. Esgilt Z2/((2), (5)) = Z1 x Zy = Zs, weil

-1 +
1 NN
3 4 -1 3 4 31
D D
563+ 2 2 2 0
-1 +
1

1 3 j+ 11 10
~> ~> ~>
0 2 -1 0 2 0 2
Aus der Smith-Normalform l&sst sich ablesen, dass Z" /M zu einem Produkt ZF x Zs, X
- X Zs,, isomorph ist: k ist die Zahl der Nullen auf der Diagonalen und si,...,sm

sind die Diagonaleintréige, die > 2 sind. Etwaige 1-Eintrdge kann man weglassen, weil
7y =7/7 = {0} ist und fiir jeden Modul U gilt U x {0} = U.

. Beim Modul ZF x Zg, x --- x Zs, ist Z* x {0}™ der freie Untermodul F aus Satz 130

und {0} X Zg, X - -+ X Z, der Torsionsuntermodul. Diese Moduln entsprechen gewissen
Untermoduln von Z" /M. Wenn wir diese identifizieren wollen, brauchen wir neben der
Smith-Normalform S auch die unimodularen Matrizen U und V aus Satz 134. Diese
Matrizen codieren den Isomorphismus zwischen Z"/M und ZF x Zg, x --- x Zs, .

Geeignete Matrizen U und V findet man, indem man den Algorithmus statt auf A auf
. . . A T : . . :
die erweiterte Matrix < I 5 > anwendet, wobei man Zeilenoperationen nur auf die

m
ersten n Zeilen und Spaltenoperationen nur auf die ersten m Spalten anwendet. Zum
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Beispiel so:

+
-2 4
1
12 110 0 " 1 2 —-1;1 00
21 4]0 10 J+ 0 -3 6 |-2 1 0] |-(=1)
45 2]0 0 1 + 0 -3 6 |—4 0 1 e——j+
A
10 0 1 0 0
01 0 0 1 0
00 1 0 0 1
2 +
—
1 0 0 (1 0 0 1 0 01 0 0
0 3 —6|2 —10 0 3 012 —10
00 0 |—2 —11 00 0 |-2 -1 1
D D
1 -2 1 1 -2 -3
0 1 0 0 1 2
0 0 1 0 0 1

Im zweiten Schritt haben wir zugleich Zeilen- und Spaltenoperationen verwendet. Wel-
che dieser beiden Operationen man zuerst durchfiihrt, ist egal, weil die Zeilenoperation
eine Multiplikation von Links und die Spaltenoperation eine Multiplikation von rechts ist
und Matrixmultiplikation assoziativ ist. Trotzdem sollte man mit solchen Abkiirzungen
vorsichtig sein, weil man dabei leicht vermeidbare Fehler macht.

Fiir
1 2 -1
M={2]|,[1],] 4 |)cz®
4 5 2

ergibt sich aus der Smith-Normalform im Block oben links Z3/M 22 Z x Zs3. Mit den
Basiswechselmatrizen in den beiden anderen Blocken kann man die Untermoduln von
73 /M identifizieren, die zu Z bzw. Z3 isomorph sind. Zunichst gilt

1 0 0 1 2 -1 1 -2 -3 1 00
2 =10 2 1 4 0 1 2]=(10 320
-2 -1 1 4 5 2 0 0 1 0 0 0
1 0 o\ ! 1 0 0

=12 -1 0 =12 -3 0
4 -1 1 4 =3 0

Die zweite Multiplikation entspricht einem Basiswechsel von M, d.h. es gilt
1 0

M=([2],[-3])

4 -3
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Die erste Multiplikation besagt, dass ) und 3 die Koordinatendarstellungen von

1 0 1 0
2| und [ —3 | beziiglich der Basis (| 2 |, —1 ,10]) sind.
4 -3 4 —1 1
1 0 0
Fiir den Quotientenmodul Z3/(| 0 3 |) ist klar, dass der Untermodul ([0 |]~)
0 0 1

0
isomorph zu Z und der Untermodul ([| 1 |]~) isomorph zu Zs ist. Ubersetzt man diese
0

Erkenntnis zuriick in die urspriingliche Basis, so findet man, dass die Zerlegung von
73 /M in seinen freien und seinen Torsionsanteil

0 0
22 /M = (| 0]ls)@ ([{ -1 ]]~)
1 -1
=7 =Tor(Z3/M)2Zs
0 0 0
lautet. In der Tat gilt 3-[| =1 |]~ =[| =3 ||~ =[0]~, da | =3 | € M. Dagegen gibt
-1 -3 -3
0
es kein a € Z\ {0} mit a-[| 0 |]~ = [0]~.
1

Satz 136. (Elementarteilersatz) Sei M ein endlich erzeugter Z-Modul. Dann gibt es ein k € N
und ganze Zahlen si,...,8, > 2 mit s | -+ | $m, so dass M = ZF x Zg, x --- x Zs,, . Die
Zahlen k, s1,..., Sy, sind eindeutig durch M bestimmt.

Beweis. Sei F = {ej,...,e,} € M ein Erzeugendensystem von M. Fiir den Homomorphis-
mus h: Z" — M, h(ay,...,a,) = aie1 + - -+ ape, gilt dann M = Z"/ ker h. Es geniigt also,
die Aussage fiir Z-Moduln der Form Z"/U mit Untermoduln U C Z" zu zeigen. Fiir solche
Z-Moduln folgt sie aber unmittelbar aus Satz 134. [

42 Kurze Vektoren in Gittern

Wenn man wissen mochte, wie engmaschig ein Gitter L C Z" ist, darf man sich nicht an der Léinge
der Basisvektoren (z. B. beziiglich der Standardnorm) orientieren. Zwar ist klar, dass fiir jeden Basis-
vektor b die Vielfachen ab fiir o« € Z \ {0} stets ldnger sind als b, aber Linearkombinationen mehrerer
Basisvektoren kénnen durchaus kiirzere Vektoren ergeben.
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Beispiel. L = ((Z), (§)> C Z? enthilt den Vektor
1 5) 8
(o) =0(5) ()

1(3)1 =5 < var=minti ()10 ()

und es gilt

Definition 84. Seien x1,...,x; € R™ linear unabhéngig tiber R. Dann heif3t
H(ml,...,xk) ::{a1w1+~-+akxk:al,...,ak S [0,1)} CR"”

der von z1, ...,z aufgespannte Spat (engl. parallelepiped).
Dabei ist [0,1) = {z € R: 0 <z < 1} das rechts halb-offene Einheitsintervall.

Ist P =1I(xy,...,x) der von x1, ..., z) aufgespannte Spat, so heifit

0 falls k < n
V(P):= { |det(x1,...,2,)| falls k=n

das (n-dimensionale) Volumen von P.

Satz 137. Ist L C Z" ein Gitter und sind {b1,..., b} und {b},..., )} zwei Basen von L, so

gilt V(II(by,. .., b)) = V(II(H,,. .., b))
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Beweis. Im Fall £ < n gilt V(II(by,...,by)) = V(II(},...,b,)) = 0. Betrachte den Fall
n = k. Jedes b; ist eine Z-Linearkombination von b/,...,b, und umgekehrt. Es gibt also
Matrizen T, T € Z™*" mit

(by,....bg) = (V... )T und (B;,....b0) = (by,...,bp)T.

Aus n = k und der linearen Unabhéngigkeit von by,...,b; und von b/, ..., b, folgt T'T =
TT' = I,,. Es handelt sich bei T'und 7" also um unimodulare Matrizen. Deshalb gilt |det(7")| =
|det(T”)| = 1, und deshalb

V(II(br,... b)) = [det(by, .., b))
— det(¥,....B,)T")
= |det (b}, ..., b)) det(T")]
= |det (b}, ..., b))

= V(H( ,17 S b;’b))?
wie behauptet. u

Beispiel. Eine alternative Basis fiir das Gitter L = <(i), (g)) C 77 ist {(;), (_11)} Die
Flacheninhalte der zugehdrigen Parallelogramme sind

5 8
|‘4 7‘|—|5-7—4-8|—3

1 -1
y == eni=s

Die Umkehrung des Satzes ist im allgemeinen falsch. Zum Beispiel ist auch <((3)), ((1])> ein Gitter,
dessen Basis einen Spat mit Volumen 3 aufspannt, aber es ist offensichtlich ein anderes Gitter
als L, denn ((1)) & L.

Das Volumen des Spats, der von den Basisvektoren eines Gitters aufgespannt wird, hingt wegen des
vorherigen Satzes nicht von der Wahl der Basis ab, sondern nur vom Gitter selbst.

Die geometrische Anschauung legt die Vermutung nahe, dass eine Basis bestehend aus kurzen Vektoren
relativ nah an einer Orthogonalbasis sein muss. Eine solche fast orthogonale Basis gibt einen addquaten
Eindruck davon, wie engmaschig das Gitter ist.

Wir wissen aus Satz 103, wie man aus einer beliebigen Basis eines Unterraums von R" eine ONB
berechnet. Das Volumen des Spats einer ONB ist immer 1, aber man kann den Algorithmus aus
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Satz 103 leicht so abéindern, dass er eine gegebene geordnete Basis (b1, ..., bx) eines Unterraums von
R™ in eine orthogonale Basis (v1,...,v;) mit V(II(by,...,b;)) = V(I(vy,...,vx)) iberfithrt. Dazu
setzt man v; = by und
V; = bz —
J

< (bilvy)
1 <UJ|UJ>

Uj

fir j = 2,...,k. Wie im Beweis von Satz 103 rechnet man nach, dass dann (v;|v;) = 0 fiir ¢ # j gilt.
Nach Konstruktion gilt dann (im Fall n = k)

1 = *
1
(Ul,...,Un):(bl,...,bn) s
. .
1

und da die Matrix rechts die Determinante 1 hat, folgt V(II(v1,...,v,)) = V(I(b1,...,by)).

Satz 138. Sei (-|-) ein Skalarprodukt auf R” und || - || die zugehorige Norm. Sei L C Z" ein
Gitter und {by, ..., by} eine Basis von L. Es sei v; = b; und

i—1
(bi|v;)
(e bz — (]
; (vjlvg)

fir ¢ = 2,...,k. Dann gilt

Ve L\{0} : o]l > min{lfo, .. Joxl}-

Beweis. Sei x € L\ {0}, etwa © = a1by + - - - + by, fiir gewisse oy, ..., ax € Z. Wegen x # 0
muss mindestens ein «; von Null verschieden sein. Sei ¢ € {1,...,k} maximal mit oy # 0.
Dann gilt also x = a1by + - - - + ayby.

Wegen b; = v; + Z; 11 SJ||Z;>>1)J~ (1=1,...,0) gilt

r = a1by + agby + -+ + ay_1by_1 + by

-2
bi|v
:a1v1+a2<v2—|—< d 1>U1>+"'+aé—1<vz—1+ )+W<W+Z )
(v1v1) — ”J‘”J UJ‘UJ
7j=1

\W_/
€(V1,eeVp—1) €(V1yemyUp—1)
=v1v1+ - F VU1 +

fiir gewisse vq,...,vp_1 € Q. Wegen der Orthogonalitéit der v; folgt

|z||? = (z|z) = (1v1 + - 4+ Vo101 + agug|vivr + -+ V101 + apvy)

vi(uilvr) + -+ V7 (V1 |ve—1) o (vg|vg)

>0

> af[lvel®
> min{|v1]%, ..., ||vsll*},
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wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass fiir oy € Z \ {0} jedenfalls a2 > 1 gelten
muss. n

Der Satz bestétigt die geometrische Intuition, dass die Elemente von Orthogonalbasen relativ kurz sind.
Allerdings handelt es sich bei v1, . .., v, im allgemeinen nicht um Elemente von L, weil die Koeffizienten

éf}‘:llzjg in der Definition der v; im allgemeinen nicht in Z sondern nur in Q liegen. Um kurze Vektoren
J J

zu finden, die auch selbst in L liegen, betrachtet man Gitter-Basen, bei denen sich nur wenig @ndert,
wenn man sie als Untervektorraumbasen auffasst und aus ihnen eine Orthogonalbasis berechnet. Dass

sich wenig #ndert, wird durch die beiden Bedingungen ausgedriickt, dass die Koeffizienten <<£J‘|ZZ>> bei
der Berechnung der Orthogonalbasis klein sein sollen, und dass jedes v; nicht viel ldnger sein soll
als v;_1. Das fithrt auf die folgende Definition.

Definition 85. Sei L C Z" ein Gitter und (by,...,by) eine geordnete Basis von L. Seien
vi,...,v; € QF wie in Satz 137. Die Basis (b1,...,b) heiit reduziert (engl. reduced), falls
gilt:

1
Si

2. Firallei=1,...,k—1 gilt ||| < 2||vl-+1||2.

Beispiel. Die Basis ((i), (?)) ist nicht reduziert, denn fiir die beiden Vektoren

) - 0)- B0 -2

(IO

des zugehorigen Orthogonalsystems gilt |jv]|? = 41 > 12 = 2||lv2||%. Die zweite Bedingung ist

()

also verletzt. Die erste ist auch schon verletzt, denn { (5)‘(5»
4 4

—68 1
=

Die Basis ((711), (é)), die dasselbe Gitter erzeugt, ist reduziert, denn fiir

m:<4> W:<§_<@M?»<4>:<w§
1 2/ AGIEHN L) A3/
-1
gilt [|or]|2 = 2 < 9 = 2/[va]|2, und | (( ))((11))
1
Satz 139. Sei L C Z" ein Gitter und (by,...,by) eine reduzierte Basis von L. Weiter seien
vy, ... v € QF wie in Satz 137. Dann gilt ||b;]|? < 2074 |v;||? fir i = 1,..., k.

=3<3

l\)h—l

Beweis. Schreibe p; ; = << ‘I >> fir 1 < 5 <1t < k. Dann gilt b; = v; + ZK,L i jv; fiir
t=1,...,k. Wegen der Orthogonahtat der v; untereinander gilt

1Bl = (Bilbi) = (v + Y pagvilos + > pajog)
7<t 7j<t
= (vi|v;) + wi s (vilvg)
1Y Z z] VAR

<1 <2 [jvg|?

l
—4
1 ; i
< (1472027 ol < 27 ol

J<u

:%_f_iQiSQi—l
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Im letzten Schritt wurde die Summenformel Z;;ll ¢ = ﬁ verwendet, die fiir alle ¢ € R\ {1}

gilt (geometrische Reihe). ]

Satz 140. Sei L C Z" ein Gitter und (b1, ..., bx) eine reduzierte Basis von L. Weiter seien
Z1,...,Tm € L linear unabhéingig. Dann gilt

max{[[ba]|?,..., [bm|*} < 25 max{ |, fem?.
Insbesondere gilt [|by]|? < 2871)|2||? fiir alle 2 € L\ {0}.

Beweis. Wir beginnen #hnlich wie im Beweis von Satz 137. Wegen x1,..., 2, € L gibt es
fur jedes i = 1,...,m eine Wahl von oy € Z (£ = 1,...,k), so dass z; = 25:1 a; ¢bs. Da
die z1,..., 2z, nach Annahme linear unabhéingig sind, kann es keine Indices ¢1,...,0,_1 €
{1,...,k} geben, so dass x1,..., Ty im von by, ..., by, erzeugten Q-Vektorraum liegen. Es
muss also mindestens m verschiedene Indices 1, ..., ¢, € {1,...,k} geben, so dass fiir jedes
dieser ¢ ein passendes i € {1,...,k} existiert, fiir das ;¢ # 0 ist. Mit anderen Worten: jedes
der by, ,...,by,, muss in der Linearkombination von wenigstens einem der x; mit einem von
Null verschiedenen Koeffizienten vorkommen.

Wir kénnen annehmen, dass 1 < ¢ <l < --- < ¥, < k gilt. Dann ist insbesondere ¢ < £,
fiir alle g. Wiihle ein beliebiges ¢ € {1,...,m} und ein passendes p € {1,...,m} mit oy, # 0.

Setze p;; =1firi=1,...,k und p; ; = ézﬂzjjé fiir 1 <j <4 <k. Dann gilt b; = 3, pi jv;
firi=1,...,m und
k k
lpl® = 1Y~ apabill® = 11> i Y gyl
i=1 i=1 j<i
k k
= O i Y migvil Y i Y piguy)
i=1 j<i i=1 j<i

k
2 2 2 2 2
=35 22 wslug) = a2y 2 g v,

i=1 j<i >V0 — \/">1 le

> log,II* = 297 lug||* > 207D b || > 217, >

l4>q Satz 138 lg<k
und Def. 85

Damit ist gezeigt, dass es fiir jedes ¢ € {1,...,m} ein p € {1,...,m} gibt mit ||z,|> >
217F|1b,||2. Daraus folgt max{||z1]|?, ..., |zm[?*} > 2! "% max{||b1]|%,. .., ||bm]?}, und daraus
die Behauptung. n

Der Satz sagt, dass die Vektoren in einer reduzierten Basis nur um einen bestimmten Faktor grofer
sein konnen als die kiirzesten von Null verschiedenen Vektoren des Gitters. Zwar kann es sein, dass es
im Gitter noch kiirzere Elemente gibt, aber diese zu finden ist nach derzeitigem Kenntnisstand nur mit
unvertretbar hohem Rechenaufwand moglich. Zur Berechnung einer reduzierten Basis gibt es dagegen
einen effizienten Algorithmus, den sogenannten LLL-Algorithmus (benannt nach seinen Entdeckern
Lenstra, Lenstra und Lovész). In gewisser Weise erkauft man sich die Effizienz des Algorithmus da-
durch, dass man nicht die kiirzesten Vektoren von L\ {0} verlangt, sondern sich mit Vektoren begniigt,
fiir die zumindest garantiert ist, dass sie nicht wesentlich ldnger sind als die kiirzesten.
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Wir werden die Einzelheiten des LLL-Algorithmus zur Berechnung einer reduzierten Basis hier nicht
besprechen, sondern nur darauf verweisen, dass der Algorithmus in den meisten Computeralgebrasys-
temen implementiert ist, z. B. in Maple (im Befehl IntegerRelations[LLL]), in Mathematica (im
Befehl LatticeReduce), und in Sage (in der Methode LLL der Klasse fiir Matrizen iiber Z).

Obwohl der LLL-Algorithmus nicht unbedingt die kiirzesten Vektoren eines Gitters findet, ist er ein ex-
trem niitzliches Werkzeug. Man wendet ihn an, indem man ein Gitter konstruiert, in dem die Vektoren,
die man kennt, sehr lang sind, und die, die man finden will, sehr kurz.

Beispiel.

1. Sei A € Z™*™. Wir suchen eine Basis von kery A. Da Z ein Integrititsbereich ist, gilt
kerz A = kerz wA fiir jedes w € Z \ {0}. Wenn wir w hinreichend grofl wihlen, werden
alle Z-Linearkombinationen von Spalten von A lang sein im Vergleich zu den Vektoren
in einer reduzierten Basis von kery A.

Sei L C Z"™™ das Gitter, das von den Zeilen von (wAT|I,,) € Z™*(m+) ergeugt wird.

Dann gilt
0,...,0,21,...,xpm) EL <= (x1,...,2y) € kerg(A).
Wir koénnen also hoffen, dass sich solche Vektoren in einer reduzierten Basis von L
befinden.
2 9 10 5 6
Betrachte zum Beispiel A= |10 3 2 7 7 |. Eine reduzierte Basis des Gitters, das
9 5 10 6 1

von den Zeilen von (AT|I5) erzeugt wird, lautet

Norm
{(-1 -1,-1,0,2,0), ~ 3.4641
(2, — 1 0, 0 ~1,1), ~ 3.0000
(0,0 3, — 2 1,2,0), ~ 4.3589
(2, -3, —1, 0 2,-1,0,—1), ~4.4721
(6,5, 0 0,3,—-2,1,—1)}. ~ 8.7178

Diese Basis enthilt keine Vektoren der Form (0,0,0,x1, 2, x3, x4, x5), weil w = 1 zu
klein gewihlt war. (Je nach verwendeter Software erhidlt man unter Umsténden ein
anderes Ergebnis. Die reduzierte Basis eines Gitters ist nicht eindeutig bestimmt.)

Fiir (10A7|I5) bekommt man

Norm
{(-10,10,10,-2,-3,1,4,0), ~ 18.1659
(0,0,0,-7,-9,3,13,0), ~ 17.5499
(0,10, -10,-3,-5,2,5,1), ~ 16.2481
(10,0,10,—-2,—-4,2,3,1), ~ 15.2971
(10,0,0, -3, 12 —10,13,—11)}. ~ 25.3574

Das liefert die Losung (—7,-9,3,13,0) € kerz A. Es miisste aber noch mindestens
einen weiteren linear unabhéngigen Vektor in kerz A geben. Offenbar war w = 10 auch
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zu klein. Man konnte als néchstes w = 100 testen und wiirde tatséchlich zwei linear
unabhéngige Elemente von kery A finden. Es spricht aber auch nichts dagegen, ein noch
viel groferes w zu wihlen, z.B. w = 10'%. Fiir diese Wahl erhiilt man die reduzierte
Basis

Norm
{(0,0,0,-7,-9,3,13,0), ~~ 17.5499
(0,0,0,—4,46, —35,32, —36), ~ 75.3459
(0,0,-10, —1,16,-12,10,—-12),  ~ 10
(0,10'°,0,5, —12,11, —18,13), ~ 1010
(10%°,0,0,-3,12,-10,13, —11)}. ~ 1010
Die Vektoren, die den Elementen von kery A entsprechen, sind jetzt deutlich kiirzer als
-7 —4
-9 46
die iibrigen Vektoren. In der Tat gilt kery A= (| 3 |, | =35 ).
13 32
0 —36

. Den gleichen Trick kann man verwenden, um Beziehungen zwischen reellen Zahlen auf-
zuspiiren, die man nur bis zu einer gewissen (endlichen) Genauigkeit kennt.

Seien z1,...,z, € R und seien &,...,§, € Q so, dass |x; — &| < ¢ fiir ein gewisses
(kleines) e >0 und i = 1,...,n gilt.

Wir wollen wissen, ob z1,...,z, linear abhéingig iiber Z sind, d.h. ob es einen Vektor
(e1,...,en) € Z™\ {0} gibt mit

eix1 + -+ epxy, =0.

Betrachte dazu das Gitter

[wéa] [w&s ]
1 0
L=( 0 |,..., [y cznt
: 0
0 1

fiir ein (grofles) w € Z. Dabei steht |u] := max{z € Z : z < u} fiir die kleinste ganze
Zahl z € Z, die hochstens so groff ist wie u € R.

Sind ey, ..., e, € Z wie vorher, so gilt

leqwé + -+ + epwéy|
= ‘€1UJ<371 &)+ + enw(x - §n)‘
< (le1| + - -+ |en|)we.
Deshalb werden, wenn ¢ hinreichend klein und w hinreichend grof§ ist, die Vektoren

(erw|&1 |+ +epw|&n],e1,...,e,)in L vergleichsweise kurz sein, und man kann hoffen,
dass LLL sie findet.
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Eine typische Anwendung ist ,,runden riickwérts®. Es ist meist einfach, von einer exakten
Darstellung einer Zahl, wie z.B. © = %, zu einer gerundeten wie z. B. £ = 0.3333 zu
kommen. Aber wie kommt man wieder zuriick? Wenn man weifl (oder vermutet), dass
0.3333 ein Ndherungswert fiir eine rationale Zahl }ED ist, dann kann man Kandidaten fiir

p und ¢ finden, indem man LLL z. B. auf das Gitter

100 HOO . 0.3333J 100 33
< 1 ) 0 > = ( 1 10 >
0 1 0 1

anwendet. Ein moglicher Output ist (1,1, —3), (30, —3,10). Das bedeutet, dass 1 -1 +
(—3)-0.3333 ~ 0, also 0.3333 ~ 1 ist.
Welche rationale Zahl ist 0.5483877 Eine reduzierte Basis fiir
1000000 548387
( 1 A0 P
0 1
ist (—3,17, —31), (32026, —1315,2398). Es gilt also 0.548387 ~ 1.

Die Zahl z =~ & = 0.9342585459 ist eine (irrationale) Losung einer quadratischen Glei-
chung. Welcher? Eine quadratische Gleichung ist eine lineare Abhéngigkeit zwischen 1,
x, und x2. Wir konnen also Kandidaten finden, indem wir LLL z. B. auf das Gitter

10000000000 9342585459 8728390305

< 0 ’ 1 ’ 0 )
0 0 1
anwenden. Eine reduzierte Basis dieses Gitters ist
Norm
{(12,3,8,—-12), ~ 19.0

(20425, —1643, —10440, 13057),  ~ 26445.4
(1622, 24545, —20647, —6021)}  ~ 32674.7

Das zeigt, dass = nah bei einer Nullstelle des Polynoms 3 48X — 12X? liegt. Es beweist
nicht, dass die reelle Zahl x, von der wir nur die ersten 10 Nachkommastellen kennen,
tatséchlich eine Nullstelle dieses Polynoms ist. Die Rechnung erlaubt es nur, 0.934259

zu HT V13 1yunden.

. Rechnungen in einem endlichen Kérper Z, mit p prim kann man auch als eine Art Ap-
proximation auffassen. Zwar sagt []=,,0; = [794]=,4, nicht, dass & und 794 als reelle
Zahlen nah beieinander liegen, aber diese Zahlen sind sich in gewisser Weise arithme-
tisch dhnlich. Um von einer ,,Approximation“ 794 modulo 1091 zuriick zur rationalen
Zahl 1% zu kommen, wendet man LLL auf das Gitter

( 794 1091 )
1 /7L 0
an. Fiir alle Vektoren (p, ¢) in diesem Gitter mit g # 0 gilt [5]51091 = [794]=,,,, - Plausible

Kandidaten entsprechen kurzen Vektoren. Tatséchlich ist (6,11), (=79, 37) im vorliegen-
den Beispiel eine reduzierte Basis.
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43 Komplexitat

Ein Algorithmus (engl. algorithm) ist ein systematisches Verfahren zur Lésung eines Problems. In
den vorangegangenen Abschnitten haben wir schon mehrere Beispiele fiir solche Verfahren gesehen.
All diese Algorithmen haben gemeinsam, dass die Probleme, die sie 16sen, prinzipiell unendlich viele
verschiedene mogliche Eingaben haben (z. B. Matrizen A € K™*™ fiir beliebige n, m € N). Wenn man
den moglichen Eingaben eine Grofle zuordnet, wird man akzeptieren (miissen), dass der Algorithmus
fiir groBere Eingaben mehr Rechenzeit braucht als fiir weniger grofle. Zugleich will man nicht mehr
Rechenzeit als notig investieren. Um die Effizienz eines Algorithmus zu beurteilen, betrachtet man
Funktionen 7', die die Rechenzeit des Algorithmus in Abhiingigkeit von der Problemgriéfie messen.
Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Rechenzeit fiir verschiedene Eingaben der gleichen Grofle nicht
unbedingt gleich sein muss. Man unterschiedet zwischen der durchschnittlichen Rechenzeit (average
case) und der maximal méglichen Rechenzeit (worst case) fiir eine Eingabegrofie.

Dariiber hinaus gibt es verschiedene Optionen, wie man die Laufzeit eines Algorithmus messen kann.
Eine naheliegende Moglichkeit besteht darin, den Algorithmus zu programmieren und die Laufzeit fiir
konkrete Eingaben experimentell zu bestimmen. Eine Messung der Laufzeit, z. B. in Sekunden, erfasst
aber nicht nur die allgemeinen Eigenschaften des Algorithmus, sondern héngt immer auch ab von
spezielle FEigenschaften des verwendeten Computers, von der verwendeten Programmiersprache, von
den Details der Programmierung, und von der Wahl der Testbeispiele. Im Ubrigen wiisste man gerne
vorher, wie lange eine (grofie) Rechnung dauert. Bei einer experimentellen Bestimmung weifl man es
erst hinterher. Um die Analyse der Laufzeit eines Algorithmus von den Eigenschaften einer konkreten
Implementierung zu trennen, misst man die Laufzeit deshalb nicht in echter Zeit (z. B. in Sekunden),
sondern zéhlt stattdessen, wie viele ,,Grundoperationen fiir die Rechnung durchgefiihrt werden.

Fir Algorithmen in der linearen Algebra bietet es sich an, die Verkniipfungen +,-,—,/ aus K als
Grundoperationen zu betrachten. Man sagt, ein Algorithmus hat die arithmetische Komplezitit T(n),
wenn er fiir jede Eingabe der Gréfie n héchstens T'(n) Operationen in K durchfiihrt. Nach Bedarf kann
die GroBe der Eingabe auch durch mehr als einen Parameter beschrieben werden, z. B. T'(n,m) fiir
Algorithmen, die als Eingabe eine Matrix A € K™*™ nehmen.

Beispiel.
1. Betrachte den folgenden Algorithmus zur Polynommultiplikation.

Algorithmus 10. Eingabe: p, ¢ € K[X] mit deg(p) = n, deg(q) =m

Ausgabe: pg

1  schreibep=pg+p1 X+ - +pp X", g=qo+ X + -+ gnX™
2 setzerg=r1=:=7Tnt+m =20

3 furi=0,...,m

4 fir j=0,...,m:

5 Titj = Titj + Digj

6 gibrg+r X + -+ 7rpemX™T™ als Ergebnis zuriick.

In den Schritten 1, 2, 6 finden keine arithmetischen Operationen statt. Schritt 5 besteht
aus zwei Operationen in K, einer Addition und einer Multiplikation. Schritt 4 bewirkt,
dass Schritt 5 insgesamt m+1 mal ausgefiihrt wird, und Schritt 3 bewirkt, dass Schritt 4
insgesamt n + 1 mal ausgefithrt wird, so dass Schritt 5 insgesamt (n + 1)(m + 1) mal
ausgefithrt wird. Die Komplexitét des Algorithmus ist also T'(n) = 2(n + 1)(m + 1).

2. Betrachte den folgenden Algorithmus zur Polynomendivision.
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Algorithmus 11. Eingabe: p, ¢ € K[X] mit deg(p) =n > 0, deg(q) =m <n
Ausgabe: quo(p, ¢) und rem(p, q)

1 setzeu=0,v=p

2 solange deg(v) > deg(q):

_ le(v) deg(v)—deg(q)
3 setze t = lc(q)X
4 setzeu =u+tund v=v—1tq

5 gib v und v als Ergebnis zuriick.

Der Grad von v ist zu Beginn n und wird in jedem Schleifendurchlauf um mindestens
1 verringert, bis er unter m fallt. Die Schleife kann also hochstens (n — m + 1) mal
durchlaufen werden. Die Berechnung von ¢ kostet eine Operation in K. Da t ein Polynom
mit nur einem Term ist, kostet die Addition © = u + t hochstens eine Addition, die
Berechnung von t ¢ héchstens m + 1 Operationen, und die Subtraktion v — ¢ ¢ héchstens
m + 1 Operationen, weil ¢ ¢ hochstes m + 1 Terme hat. Die Gesamtzahl T'(n,m) der
Korperoperationen ist deshalb beschréankt durch (n—m+1)(1+1+(m+1)+(m+1)) =
2(n—m+1)(m+2).

3. Betrachte den folgenden Algorithmus zur Multiplikation zweier n x n-Matrizen.

Algorithmus 12. Eingabe: A, B € K™*"

Ausgabe: AB

1 schreibe A = ((ai;))i =1, B = ((bij))j=1-
2 setzec; =0fire,j=1,...,n.

3 fire=1,...,n:

4 firj=1,...,n:

5 firk=1,...,n:

6 Cij = Cij + ajrbrj

7 gib ((¢ij))i;=1 als Ergebnis zuriick.

Die arithmetische Komplexitit dieses Algorithmus ist T'(n) = 2n3.

Die ,,Komplexitit“ eines Algorithmus sagt nichts dariiber aus, wie ,,kompliziert“ ein Algorithmus ist,
sondern nur dariiber, wie lange er braucht. Tatséchlich ist es oft so, dass die Algorithmen mit der
geringsten Komplexitit zugleich die kompliziertesten sind. Die Bezeichnungsweise kommt vom Begriff
der Komplexitét eines Problems, die definiert ist als die Komplexitét des effizientesten Algorithmus,
der dieses Problem 16st. Wenn man z. B. von der Komplexitéit der Polynommultiplikation spricht, dann
meint man nicht die Anzahl der Operationen, die ein bestimmter Algorithmus fiir die Durchfithrung der
Multiplikation braucht, sondern man meint die kleinstmogliche Anzahl von Operationen, die prinzipiell
notig ist, um die Polynommultiplikation durchzufithren. Die Komplexitét eines Problems sagt also
etwas iiber die ,Kompliziertheit“ des Problems aus. Man weiss nur fiir sehr wenige Probleme die
genaue Komplexitit. Die Komplexitit jedes Algorithmus ist aber immer eine obere Schranke fiir die
Komplexitét des Problems, das er 16st.

Bei der Komplexitdt von Algorithmen interessiert man sich vor allem fiir das Verhalten bei grofien
Problemgroflen, weil es wichtiger scheint, z. B. eine 100-jéhrige Rechnung auf eine 1-jadhrige Rechnung
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zu reduzieren als eine Rechnung von 100 Millisekunden auf eine Millisekunde zu beschleunigen. Bei
groflen Problemgrofien ist die Anzahl der Operationen so hoch, dass es auf einige Operationen mehr
oder weniger nicht ankommt. Es ist deshalb meistens nicht nétig, die Komplexitéit eines Algorithmus
exakt zu bestimmen, sondern es geniigt zu wissen, wie sich die Komplexitét asymptotisch verhélt, wenn
man die Problemgrofle gegen unendlich gehen ldsst. Um asymptotisches Verhalten auszudriicken, kann
man folgende Notation verwenden.

Definition 86. Seien f,g: N — R zwei Funktionen. Man schreibt f(n) = O(g(n)), falls gilt

de>03ngeNVn>ng:|f(n)] <cgn)

Beispiel.
1. Es gilt 4n% + 3n + 5 = O(n?) und 4n? + 3n + 5 = O(n3), aber nicht n? = O(100n?).
2. Die Multiplikation zweier Polynome vom Grad n kostet O(n?) Operationen in K.

3. Die Polynomendivision zweier Polynome mit Graden n bzw. m kostet O(nm) Opera-
tionen in K.

4. Die Multiplikation zweier n x n-Matrizen kostet O(n?) Operationen in K.

Satz 141. Sei A € K™ eine Matrix mit Rang(A) = r. Dann braucht die Berechnung einer
Treppenform von A nicht mehr als

1

6r(3(2m —1)(2n —7) + 412 — 6nr — 1) = O(max{n, m}3)
Operationen in K. Weitere (r — 1)(r — 2)(m — r) Operationen in K geniigen, um aus der
Treppenform eine Treppennormalform zu berechnen.

Beweis. Wir orientieren uns an Algorithmus 4. Dieser Algorithmus geht von links nach rechts
durch die Spalten von A.

Wenn in der ersten Spalte nur Nullen stehen, sind fiir diese Spalte keine Korperoperationen
notig und der Algorithmus fihrt mit der Behandlung der n x (m — 1)-Matrix vom Rang r
fort, die aus A durch Streichen der ersten Spalte entsteht.

Wenn in der ersten Spalte wenigstens ein von Null verschiedenes Element steht, wird dieses
gegebenenfalls durch Vertauschen zweier Zeilen an die Stelle (1,1) gebracht. Das kostet keine
Korperoperationen. Danach wird a; ; fiir j = 2,...,m durch a1 ; dividiert ((m — 1) Operatio-
nen) und anschlielend a;; auf 1 gesetzt (0 Operationen). Dann wird fiir jedes ¢ = 2,...,n das
(—a;,1)-fache der ersten Zeile zur iten Zeile addiert. Der neue Eintrag fiir die Position (i,1)
ist nach Konstruktion 0 und muss nicht berechnet werden. Fiir jeden anderen Eintrag (i, j)
mit j = 2,...,m berechnet sich der neue Eintrag durch aae-u = a;; — ajya1,. Die Berech-
nung von a;$" braucht 2 Operationen (eine Multiplikation und eine Subtraktion). Das sind
2(m — 1) Operationen fiir jedes i =2,...,nund (m—1)+(n—1)2(m—1) = (m—-1)(2n—1)
Operationen insgesamt (incl. der Operationen fiir die Normierung der ersten Zeile). Danach
bleibt eine Treppenform fiir eine (n — 1) x (m — 1)-Matrix vom Rank r — 1 zu berechnen.

Ist T'(n, m,r) die Anzahl der nétigen Operationen, so gilt also

T(n,m,r) <max(T(n,m—1,7),T(n—1,m—1,r—1)+ (m—1)(2n — 1)),
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fiir alle n,m,r > 1. Weiter gilt T'(n,m,0) = 0 fiir alle n,m > 1, denn die einzige Matrix,
deren Rang Null ist, ist die Null-Matrix, und diese ist ohne weitere Rechnung bereits eine
Treppenform.

Betrachte 1
f(n,m,r) = 67“(3(2m —1)(2n — 1) + 4% — 6nr — 1).
Dann gilt:
1. f(n,m,0) =0 fiir alle n,m € N
2. f(n,m,r) >0 fiir alle n,m,r € N mit 0 < r < min(n,m)
3. fln=1,m—1,r—1)+ (m—1)(2n—1) = f(n,m,r) fir alle n,m,r € N
4. fln,m—1,r) = f(n,m,r) — (2n —r)r < f(n,m,r) fir alle n,m,r € N mit r < n.

Wir zeigen T'(n,m,r) < f(n,m,r) durch Induktion nach m.
Induktionsanfang: Wenn m = 0 ist, muss auch r = 0 sein, und es gilt T'(n,m,0) = f(n,m,0),
wie behauptet.

Induktionsschluss m—1 — m: Nach Induktionsannahme gilt T'(n,m—1,7) < f(n,m—1,r) fiir
alle n,r € N mit r < m — 1. Daraus folgt zusammen mit den oben gemachten Bemerkungen
T(n,m,r) <max(T(n,m—1,7),T(n—1,m—1,r—1)+ (m —1)(2n — 1))
<max(f(n,m—1,7), f(n—1,m—1,7r—1)+ (m—1)(2n— 1)) = f(n,m,r).

Sf(n7m7r) :f(n7m7r)

Satz 142. Fir jedes A € K™ kann man Rang(A), det(A) sowie Basen von ker A, im A,
coker A, coim A mit O(n?) Operationen in K ausrechnen. Wenn A invertierbar ist, geniigen
O(n3) Operationen, um A~! zu berechnen.

Beweis. Alle genannten Daten lassen sich aus einer Treppennormalform von A oder (A|l,) €
K™*2" ablesen. Die Behauptungen folgen deshalb sofort aus Satz 140.

Fiir det(A) muss man sich die Eintrdge merken, durch die die Zeilen geteilt werden. Wenn

Rang A = n ist, ist deren Produkt die Determinante. Das Produkt auszurechnen kostet
hochstes n Operationen und fillt deshalb nicht ins Gewicht. Wenn Rang A < n ist, ist
det(A) = 0 ohne weitere Rechnung. ]

44 Diinn besetzte Matrizen

Man sagt, eine Matrix ist dinn besetzt (engl. sparse matriz), wenn viele ihrer Eintrdge Null sind.
Wenn es kaum Nulleintriige gibt, spricht man von einer dicht besetzten Matrix (engl. dense matriz).
Es gibt keine scharfe Abgrenzung sondern einen flieBenden Ubergang zwischen diesen Begriffen. Unter
Umsténden kann dieselbe Matrix abhéngig vom Kontext mal als diinn besetzt und mal als dicht besetzt
aufgefasst werden.

Beim Rechnen mit diinn besetzten Matrizen kann man ausnutzen, dass 0-x = 0 und 0 + x = z fiir
alle z € K gilt, und dadurch Operationen einsparen. Wenn man im Vorhinein weif}, wo die Nicht-Null-
Eintrige der Matrix stehen, ist das meist nicht allzu schwer.
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Beispiel. Sind A, B € K"*" Diagonalmatrizen, so lidsst sich AB mit O(n) Operationen
berechnen.

Eine dicht besetzte n x m-Matrix wird im Rechner durch eine Liste von Listen von Eintrégen dar-
gestellt. Dieses Datenformat entspricht der gewthnlichen Schreibweise fiir Matrizen auf Papier. Es
hat einen Speicherbedarf von O(nm). Fiir diinn besetzte Matrizen sollte man ein anderes Datenfor-
mat verwenden, damit nicht ein grofler Teil des Speichers mit lauter Nullen belegt wird. Fiir eine
Diagonalmatrix geniigt es zum Beispiel, die Eintréige auf der Diagonale abzuspeichern (sowie die Tat-
sache, dass es sich um eine Diagonalmatrix handelt). Dieses Datenformat entspricht der Schreibweise
diag(aq, ..., ay). Fiir eine Diagonalmatrix der Gréfle n x n braucht man dann nur O(n) viel Speicher.

In diesem Fall nutzt man neben der diinnen Besetzung auch die besondere Struktur der Matrix aus.
Fiir unstrukturierte diinn besetzte Matrizen, also solche, bei denen die Lage der Nullen keinem klaren
Schema folgt, gibt es mehrere brauchbare Datenformate. Bei einem davon codiert man die Matrix
durch eine Menge von Tripeln (7,7, a; ;), die fiir jeden Nicht-Null-Eintrag der Matrix dessen Position
und den Wert enthalten. Die Codierung einer n x m-Matrix mit s Nicht-Null-Eintrégen braucht dann
O(s) viel Speicher.

Beispiel. Eine Codierung der Matrix

)
Ut
)
o
)
)
)
)

OO WO O OO OO JNODODOoOOoOoOoOo oo oo ocoooo
O OO J OO ODDODDODWODODODOOOOOoOoOOcOoocOCcOo oo oo
O OO DO DD OO WODOODOoOOoOoOoOoooococoooocoooo
O OO OO OO OO DD OO OO OO TTo oo oo oo
O O OO OO OO DD OO WO OO ODOOO KOO
O OO OO OO R OO OO0 oo oo ooo
O OO DD OO DD OO OO0 O WO oo ooNoOoo oo
O O O OO OO OO DO OO OO OO N OO oo
O OO OO OO OO OO JNOO OO oo oo oo No
O O OO DO OO OO OO OO OO OO0 oo oo oto o
O O O DD O DD DD DD OO DODDODOD OO OO OO0 o000 oo oo
O OO OO OO R OO WODODODODODOOoODOoOOoO OO OO -
O O OO OO DODDODODDODWODOOOoODOoOOoO OO O OO
O O OO OO OO OO OO OOOU OO OOO OO oo
O O OO DD DD OO DODDODDODOD OO OO OO0 o0 o oo oo
WO WO O OO OO JTOODODOOoOOoOoOOoOoOOoOooOoo oo oo
O O O OO OO OO R ODOO R OO O OO OO
OO N OO OO DODODODDODODODOODOOoOOOOoOOOoOCOo OO oo
O O DD DD OO OO DD OO NMO OO
O O O OO OO DOD OO DOV O oo oo
W I J OO ODDODODDODDODODODOOH OO UVLOoOOoOoooo
O O DD OO OO DD DWVWODODOOOoOHODOOO OO OO
O O OO OO OO OO OO O OO NOoO OO oo o oo oo
O O DD OO DD O OO DODDODOODOODOOOOoOoOO NODODODODO OO OO
O O OO OO OO OO R OO OO0 OO OO0

im beschriebenen Format ist

{(16,17,4), (22,13,6), (23,1,3), (22,2,7), (18,12,4), (8,8,2), (9,22,1), (1,12,4),
(15,22,8), (3,9,7), (9,4,5), (11,5,4), (11,23,9), (3,14,8), (13,5,3), (14,9,7),
(12,17,4), (4,19,2), (11,7,7), (11,23,7), (11,21,1), (12,20,6), (4,5,4), (2,14,5),
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16,16,7), (15,12,3), (8,24,2), (11,7,3), (23,18,2), (1,3,5), (16,2,8), (24,21,7),
14,20,9), (4,10,5), (14,13,3), (25,21,3), (17,3,3), (7,13,4), (12,14,5), (1,25,8),
7,21,9), (17,19,6), (16,1,7), (15,25,4), (23,21,7), (18,6,1), (25,16,3), (11,14,4),
5,7,7), (23,16,8)}

o~~~ o~

Algorithmus 13. Eingabe: A € K™*™, B € K™** im oben beschriebenen Datenformat.
Ausgabe: C' = AB im gleichen Format

setze C =0

—_

fur alle Eintrége (i, 7, a; ;) von A:
fir alle Eintrége (p, ¢, bp4) von B:
falls j = p:

durchsuche C nach einem Eintrag (¢, ¢, ¢; q)

ersetze darin ¢; ; durch ¢; ¢ + a; jb, 4

2

3

4

)

6 wenn es einen solchen gibt:
7

8 sonst:

9

c=Cu {(7’7 q, ai,jbp,q)}
10 gib C als Ergebnis zuriick

Satz 143. Angewandt auf Matrizen A, B mit je hochstens s Nicht-Null-Eintrdgen braucht
Algorithmus 13 nicht mehr als 2s?> Operationen in K.

Beweis. Bei jeder Ausfiihrung der Schritte 4-8 finden hichstens 2 Operationen statt, namlich
entweder eine Addition und eine Multiplikation in Schritt 7, oder nur eine Multiplikation in
Schritt 9, oder gar keine Operationen. Schritt 3 bewirkt, dass die Schritte 4-8 hochstens s
mal durchlaufen werden, und Schritt 2 bewirkt, dass Schritt 3 hochstens s mal durchlaufen
wird, so dass die Schritte 4-8 insgesamt hochstens s? mal durchlaufen werden. =

Auch beim Losen von Gleichungsystemen kann man Nullen ausnutzen, besonders dann, wenn man
etwas iiber die Lage der Nullen weiss, etwa, dass alle Eintrdge unterhalb der Diagonalen Null sind.

Beispiel. Sei A = ((a;;))j—; € K"" eine invertierbare obere Dreiecksmatrix, d.h. die
Diagonaleintrége a;; (i = 1,...,n) sind alle von Null verschieden und a;; = 0 fiir alle 1 <
j<i<n.
% . . *
. 0

Dann kann man zu gegebenem b € K"*™ die Losung x € K" des Gleichungssystems Az = b
mit O(n?) Operationen berechnen, und zwar mit folgendem Algorithmus:
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Algorithmus 14. Eingabe: A = ((a;;))7,;—; € K"*" wie oben, b € K"
Ausgabe: z € K" so, dass Az = b

1 firi=nn-—1,...,1:

2 z; = b;

3 fiir j =i+ 1,...,n:

4 Ti = X — Q4 jX;

5 T = %

6 gib (z1,...,x,) als Ergebnis zuriick.

Wenn man nicht vorher weiss, wo die Nullen stehen, verwendet man eine Variante des Gauss-Algo-
rithmus. Dabei wihlt man fiir die Elimination Zeilen aus, in denen moglichst viele Nullen stehen. Eine
solche Wahl hat zwei Vorteile: erstens braucht man fiir die Spalten, in denen die ausgewé#hlte Zeile eine
Null hat, keine Rechnungen durchfiihren, und zweitens bleiben etwaige Nullen, die in diesen Spalten
stehen, erhalten. Letzteres ist fiir den weiteren Verlauf der Rechnung von Vorteil.

Wenn in der ausgewihlten Zeile p Nicht-Null-Eintrége stehen und die erste Spalte der aktuellen Teil-
matrix ¢ Nicht-Null-Eintréige hat, dann muss man mit einem sogenannten fill-in von bis zu (p—1)(¢—1)
Eintragen in die Restmatrix rechnen. Man kann die Zahl der Optionen erhShen, indem man neben
Vertauschungen von Zeilen auch Vertauschungen von Spalten zulésst. Eine Zeilenoperation entspricht
ja einer Multiplikation mit einer Elementarmatrix von links und &ndert den Kern der Matrix nicht
(Az = 0 <= UAz = 0 fir alle U € GL(n,K)). Eine Spaltenoperation entspricht einer Multipli-
kation von rechts, und eine solche verdndert zwar im allgemeinen den Kern, aber es gilt natiirlich
Ar =0 <= AVV~lz =0 fiir alle V € GL(n, K). Vertauschungen von Spalten kann man deshalb ge-
statten, sofern man jede solche Vertauschung auch auf die Koordinaten des Losungsvektors anwendet.
Fiir die Handrechnung empfiehlt es sich, die Koordinaten des gesuchten Vektors (also die Variablen
des Gleichungssystems) iiber die entsprechenden Spalten der Matrix zu schreiben.

Beispiel. Gesucht ist ker A fiir

111 -1 -1 0 1
100 0 1 0 0
000 0O O 1 0

A=|1 00 0 1 -1 0]|eQ™
000 -1 0 —-20
100 0 1 0 0
100 0 0 0 0

In der folgenden Rechnung ist fiir jede Zeile und jede Spalte notiert, wie viele Nicht-Null-
Eintrége sie hat. Zur Elimination wird in jedem Schritt ein Nicht-Null-Eintrag (7,j) mit
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minimalem fill-in verwendet. Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir - statt 0.

R 1

1 Ty T3 T4 T5 Tg X7 ro 1 I3 T4 5 Tg X7
61 [1] 1 -1-1 - 1 11 1 -1-1 - 1
ol . . .1 .. ol - 01 - .1 ..
o P T o ) j
3|11 1 -1 < 3 1 1 -1
2 —1 —2 2 -1 —2
2|1 1 2 1 1
1 \1 . 1 1

5 1 1 2 4 3 1 4 0 1 3 3 0

NS
T2 Te X3 T4 T5 T1 X7 T2 Te T3 T4 Ty T1 X7
1 - 1 -1-11 1 1 - 1 -1-11 1

2 1 1 2 1 1
1 1 - 1 1
3 0 1 3 4 0 0 1 3 4 0
AN
T2 T T4 T3 T5 T1 X7 To Tg T4 T1 Ty X3 X7
1 - -11 -11 1 1 - -11 -11 1
1 1
1 . e
2 11 ool - 1]
of - o o o1 1 . 9 1 1
of - o . o1 1 . o - . .11
1 9 1 1 . .
0 3 4 0 4 3 0 0
T2 Te T4 T1 T5 T3 X7 T2 T T4 T1 T T3 T7
1 - -11 -11 1 1 - -1 1 -11 1
1 1
1 1
- 1 - -~ 1
1 - —14-1 1
1 -1 \jj 0
1 -1 + 0
3 0 0 0 0
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T2 Te T4 L1 X5 T3 Ty

1 - - . . 1 1
0 0 1 1 X9
1 | 1 0 0
1 ~1 0 0 0 x4
“ T = kerA=(| 0 |,] 0 |) 0 0 x1
1 0 0 0 0 a3
0 0 0 -1 0 T3
0 -1 — 0 -1 ik
0 o
0 0

Die Vertauschungen der Spalten werden durch die entsprechenden Vertauschungen der Koor-
dinaten der Losungsvektors kompensiert.

45 Strukturierte Matrizen

Unter strukturierten Matrizen versteht man Matrixen, bei denen zwischen den Eintrigen gewisse
bekannte Beziehungen bestehen, die man in Algorithmen ausnutzen kann. Ein Beispiel fiir strukturierte
diinn besetzte Matrizen sind Diagonalmatrizen. Eine strukturierte Matrix muss aber nicht unbedingt
diinn besetzt sein.

Definition 87. Sei A = ((ai;));';=; € K™
1. A heiBt Hankel-Matriz, falls fiir alle i, j < n gilt a; j11 = a1,

2. A heiBt Toplitz-Matriz, falls fiir alle ¢, 7 < n gilt a;41j4+1 = a; ;-

Beispiel.

W N =

2 1 2 3
3 ist eine Hankel-Matrix und |4 1 2| ist eine Toplitz-Matrix.
4 5 4 1

Ot =~ W

Satz 144.

1. Das Produkt zweier Hankel-Matrizen der Groe n xn kann mit O(n?) Kérperoperationen
berechnet werden.

2. Das Produkt zweier T6plitz-Matrizen der GréBe n x n kann mit O(n?) Korperoperatio-
nen berechnet werden.

Beweis.

1. Seien A = ((ai,j))Zj:I’ B = ((bi7j))ﬁj:1, C = AB = ((Civj))?:jzl' Dann gilt ¢;; =
> k_q @ikby; fiir alle 4,j. Die Berechnung dieser Summe fiir ein Paar (i,j) kostet
2n — 1 Operationen (n Multiplikationen und n — 1 Additionen). Wir kénnen zunéchst
€1,1,€1,2,---,C1,n und ca1,...,¢,1 auf diese Weise berechnen. Das kostet insgesamt
(2n — 1)? Operationen.

Fiir jedes 7,7 < n gilt

n
Citlj+1 = § @iy 1,k0k 11
k=1
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i
L

= @it1 kbk j+1 + @ig1,0bn 41

T
— =

I
(]

Qi k+10k+1,5 + Qit1.nbn j+1

i
I

a; kb j + @ix1,nbn 11

Il Il
[T
i M:
[\

i — @i 1015 + g1 nbn g1

Jeder der Eintrége c¢;41 j+1 lésst sich also mit nur vier Operationen aus dem vorherigen
Eintrag c; ; berechnen.

Da (n — 1)? Eintréige zu berechnen sind, kostet die Berechnung der ¢y fir 4,5 > 1
nicht mehr als 4(n — 1)? Operationen. Zusammen mit den Kosten fiir die Berechnung
von ¢ j und ¢;1 (i, = 1,...,n) ergibt sich ein Aufwand von (2n — 1)2 + 4(n — 1)% =
8n? — 12n + 5 = O(n?), wie behauptet.

2. Analog. [

und B = - Sei C = ((¢;,7))? AB.

1
Beispiel. Betrachte A = | 2 dio1=
3

W N
T W
o 3 O
O 00
S ©

Wir berechnen zuerst

c11=1-6+2-7+3-8=44
Cla=1-T+2-8+43-9=50
c13=1-8+2-9+43-0=26
o1 =2-64+3-T+4-8=065
c31=3-6+4-7+5-8=86

Die restlichen Eintrédge ergebnen sich zu

cop=c11—a1,1b11+ag3bso=44—-1-64+4-9="74
c33=C22—a21b12+az3b33=74—-2-7+5-0=060
c23=c12—a11b12+az3b33=50—-1-7+4-0=43
c32 =C21 —a21b11 +az3bza =65—-2-6+5-9=98

Beachten Sie, dass das Produkt zweier Hankel-Matrizen im allgemeinen keine Hankel-Matrix
mehr ist:

44 50 26
C=AB= |65 74 43
86 98 60

Fiir Hankel- und Téplitz-Matrizen lassen sich auch die Inversen (sofern sie existieren) und die De-
terminanten mit nur O(n?) Operationen berechnen. Wir wollen hier nicht ausfiihren, wie das geht,
sondern uns stattdessen einer anderen Art von strukturierten Matrizen zuwenden.
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Definition 88. Seien u1,...,u, € K paarweise verschieden. Dann heif3t

n—1
1 UQ DY u2 an
Viug, ... up) := | . ) e K
1 u, ul 1

die Vandermonde Matriz zu uy, ..., Uy.

Die Vandermonde-Matrix tritt auf im Zusammenhang mit der Auswertung von Polynomen. Ist p =
po+p1X + -+ pp1 X" € K[X] und uq, ..., u, € K, so gilt

p(uq) 1w - U?_l Do
. . 1 U9 . ug‘_l
p(un) 1 Un e u:ll_l Pn—1
In Abschnitt 12 haben wir gesehen, dass
n 1—1
det V(ug,...,u,) = H H(ul —u;) #0
i=2j=1
ist, wenn die u; paarweise verschieden sind. Die Matrix V (uq, ..., u,) ist dann also invertierbar. Daraus
folgt, dass es fiir jede Wahl von paarweise verschiedenen uq,...,u, € K und jede Wahl von (nicht
notwendigerweise paarweise verschiedenen) 1, ...,y, € K genau ein Polynom p = pg + p1 X + -+ +

pn_1 X"t € K[X] gibt mit p(u;) = y; fiir i = 1,...,n. Man nennt dieses p das Interpolationspolynom
fiir (ula yl)v LR (unayn)

Die Berechnung des Interpolationspolynoms durch Loésen des Gleichungssystems mit dem GauB-Algo-
rithmus wiirde O(n3) Operationen kosten. Wir wollen zeigen, dass es schon mit O(n?) Operationen
gelingt. Dazu erinnere man sich zunichst, dass die Auswertung eines Polynoms dasselbe ist wie die
Division mit Rest durch ein lineares Polynom: rem(p, X — u) = p(u) fir p € K[X] und u € K. Die
Menge aller Polynome, die bei einem vorgegebenen u € K einen vorgegebenen Wert y annehmen, 14sst
sich schreiben als

{y+ (X —uwp:peKX]} =y + (X —w)K[X] = [yl _, € K[X]/(X —u)K[X].

Dabei gilt, wie iiblich, die Definition p ~x_,, ¢ : <= X —u | p — q. Die Menge der Polynome, die bei
zwel vorgegebenen uq,us € K (ug # us) zwei vorgegebene Werte y1,y2 € K annehmen, ist demnach

[yl]wxful N [QQ]NX,W .

Zwei Polynome haben an zwei Punkten wui,us € K mit u; # us genau dann denselben Wert, wenn
ihre Differenz an diesen Stellen den Wert 0 hat, und dies ist genau dann der Fall, wenn die Differenz
ein Vielfaches von (X — uq)(X — ug) ist. Es ist deshalb nicht iiberraschend, dass der Schnitt einer
Aquivalenzklasse beziiglich ~ X—y, it einer Aquivalenzklasse beziiglich ~X—u, €ine Aquivalenzklasse
beziiglich ~(x_y,)(x —us,) ist-

Der folgende Satz sagt, dass das nicht nur fiir Polynome X —u1, X —us sondern fiir beliebige teilerfremde
Polynome gilt. Es gibt sogar eine analoge Aussage fiir Z statt K[X].
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Satz 145.

1.

2.

(Newton-Interpolation) Seien p1,p2 € K[X]| mit ged(pi,p2) = 1, und seien wup,ug €
K[X]. Weiter seien g1, q2 € K[X] so, dass ¢1p1 + gap2 = 1. Dann gilt

[ul]Npl m [uQ:Isz = [U]_ +pl rem(ql (UQ - u1)7p2)]’\‘p1p2'

(Chinesischer Restsatz) Seien pi,py € Z mit ged(pi,p2) = 1, und seien uy,uy € Z.
Weiter seien q1,q2 € Z so, dass qip1 + gop2 = 1. Dann gilt

[u1l=,, N[u2lz,, = [u1 + prrem(qi(uz — w1),p2)l=,,,,-

I & I

I & I

oF + F
=
(=)

-50 —40 —-30 —20 —10 20 30 40 50 60

Beweis.

1.

2.

Zunichst gilt

w1 + p1rem(qi(u2 — u1),p2) ~pips U1 + p1qi(ug — u)
= (1 = p1q1)ur + prqrue
= p2g2u1 + p1qiu2.

Wir zeigen deshalb [ul]Npl N [ug]NP2 = [p2gour —|—p1q1u2]Nplp2.

»C° st m o€ [ua]~,, N [u2]~,,, so gilt m = u1 +vipr und m = ug + vops fiir gewisse
v1,v2 € K[X]. Dann gilt:

m = (pag2 + prq1)m
= p2q2(ur + vip1) + p1qi(uz + vop2)
= pagau1 + prqiuz + pip2(vi + v2) € [p2gour + p1grual~, ,,, -

»2“  Ist m € [pagaur +p1qrus)~,,,,, etWa m = pagaui +p1qiuz+vpipz fiir ein v € K[X],
so gilt

m = (1 —piq1)u1 + prqrug + vp1p2 ~p, U1

m = pagaui + (1 — paga)us + vp1p2 ~p, U2,

also m € [u1]~, und m € [ug]~,,, wie behauptet.

p1

Genauso. m
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Beispiel.

1. Gesucht ist ein Polynom u € K[X] mit u(1) = 2, u(2) = —1, u(3) = 2 und u(4) = 5.
Man findet ein solches durch wiederholte Anwendung des Satzes.

Uy Uz‘ D1 D2 ‘(h 4o ‘U1+P1 rem (g (ug—u1), p2)
2 —1 X-1 X—2[1 —1 5—3X
5—3X 2 (X-1)(X-2) X-3|3% -1X 11-12X+3X?
11-12X+3X% 5 | (X-1)(X-2)(X-3) X—4 |+ —i+iX-1X? 17-23X+9X?— X3

2. Gesucht ist jetzt eine Zahl u € Z mit u =3 1, v =5 3, u =7 4, und u =13 5. Man findet
eine solche Zahl durch eine analoge Rechnung;:

up us | p1 pa | @ qe | uitpirem(qi(uz—us),p2)

1 3 3 5 | 2 -1 13
13 4 15 711 =2 88
8 5 | 106 13| 1 -8 928

Algorithmus 15. (Newton-Interpolation)
Eingabe: uy,...,u, € K paarweise verschieden, und y1,...,y, € K.
Ausgabe: das Polynom f = fo+ f1iX + -+ fo1 X" ! € K[X] mit f(u;) = y; fiir alle i.

setze f =y, p=1

firi=2,...,n:

setze f = f +pﬁ rem(y; — f, X — u;)

1

2

3 setze p = (X —ui—1)p
4

5 gib f als Ergebnis zuriick.

Satz 146. Algorithmus 15 ist korrekt und braucht nicht mehr als O(n?) Operationen in K.

Beweis. Korrektheit: Wir zeigen durch Induktion nach ¢, dass am Beginn des iten Schleifen-
durchlaufs gilt p = (X —uq) -+ (X —u;—1) und f(u;) = y; fiir alle j <.

Fiir 4 = 2 ist das durch Schritt 1 gewéhrleistet. Angenommen es gilt fiir ¢ — 1. Nach Schritt 3
gilt dann p = (X —uq) - (X — uj—2)(X — u;—1). Es gilt ged(p, X —w;) = 1, weil uq, ..., uy
nach Voraussetzung paarweise verschieden sind. Ferner folgt aus p = quo(p, X —u;)(X —u;) +
rem(p, X — ;) und rem(p, X — wu;) = p(u;) die Gleichung

1 B quo(p, X — u;)
pu)” p(us)

(X —u;) =1,

und deshalb folgt aus Satz 144, dass nach Schritt 4 f(u;) = y; gilt, und dass rem(f,p) der
vorherige Wert von f ist. Da fiir diesen nach Induktionsannahme gilt f(u;) = y; fiir alle
Jj <1 —1und weil p(u;) =0 fir alle j <1i— 1 gilt, folgt f(u;) = y; fiir alle j <.

Komplexitit: Bei jedem Durchlauf durch die Schritte 3 und 4 sind f und p Polynome vom
Grad <n.Da X —u;—1 und X — u; Polynome vom Grad 1 sind, kostet die Berechnung von
(X — u;)p jeweils nur O(n) Operationen, ebenso jene von p(u;) = rem(p, X — u;) und die von
rem(y; — f, X — ;) = (y; — f)(u;). Die Berechnung von rem(y; — f, X —u;)/p(u;) € K kostet
eine Operation, die Multiplikation dieses Kérperelements mit p kostet O(n) Operationen, und
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die Subtraktion des Resultats von f noch einmal O(n). Insgesamt kostet die Durchfithrung
der Schritte 3 und 4 also O(n) Operationen in K. Wegen Schritt 2 werden die Schritte 3 und 4
insgesamt n — 1 mal durchlaufen. Daraus ergibt sich die behauptete Komplexitét. [

Wenn es noch schneller gehen soll, kann man sich durch eine geeigente Wahl von uy, ..., u, eine noch
strukturiertere Matrix verschaffen. Fiir diese spezielle Vandermonde Matrix ldsst sich die Matrix-
Vektor-Multiplikation mit einem beliebigen (unstrukturierten) Vektor mit nur O(nlog(n)) Operationen
durchgefithren. Auch die Interpolation ist dann mit diesem Aufwand mdoglich.

Definition 89. Sei n € N\ {0}.
1. w € K heiit n-te Einheitswurzel (engl. root of unity), falls w™ =1 ist.
2. Eine n-te Einheitswurzel heifit primitiv, falls w* # 1 furi =1,...,n — 1.
3. Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so heifit die Matrix

DFT) := V(L w,...,w" ") = (W)}, € K"

i?j:
die diskrete Fouriertransformation der Grole n zur Einheitswurzel w. Man beachte, dass
die Eintrége der Matrix von 0 bis n — 1 statt wie iiblich von 1 bis n indiziert werden.
Beispiel.
1. 1 ist eine n-te Einheitswurzel fiir jedes n € N, aber nur fiir n = 1 eine primitive.

2. —1 ist eine primitive zweite Einheitswurzel. In Q und R gibt es aufler 1 und —1 keine
weiteren Einheitswurzeln.

3. i € C ist eine primitive vierte Einheitswurzel, denn i* = 1 und i' =1 # 1,i> = -1 # 1
und i3 = —i # 1. Es gilt

DFTY = | Ly o

[ GG W WY

Allgemeiner: zu jedem n € N\ {0} ist w = exp(27i/n) eine primitive n-te Einheitswurzel
in C. Die Zahlen w,w?,...,w"™ = 1 bilden in der komplexen Zahlenebene die Ecken eines
regelméfligen n-Ecks, dessen Ecken auf dem Einheitskreis liegen.

) Im
w
w = exp(27i/7)
w3
Re
w' =1
Wl
wﬁ
WP
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Die n-ten Einheitswurzeln sind genau die Nullstellen des Polynoms X" —
X" —1=(X-1DX -w)(X —w?) - (X —w" ).

Wegen w'w? = wt = ™+, fir alle 4,5,k € Z bilden die n-ten Einheitswurzeln
zusammen mit der Multiplikation eine abelsche Gruppe, die isomorph zu (Z,, +) ist.

4. In Zy7 = Z/17Z ist 9 eine primitive 8-te Einheitswurzel:
i|1]2]3]4]5]6]7|8
9913|155 ]16[8|4]2]1

Jedes der Elemente in der zweiten Zeile ist eine 8-te Einheitswurzel, die Elemente
9,15,8,2 sind primitiv. Die Elemente 13 und 4 sind primitive vierte Einheitswurzeln,
und 16 = —1 ist eine primitive zweite Einheitswurzel.

6
4

In einem Kérper Z, fiir p € Z prim gilt 2P~ = 1 fiir jedes Element z € Z\ {0} (kleiner
Satz von Fermat). Jedes Element von Z, \ {0} ist also eine Einheitswurzel.

Satz 147. (Cooley-Tuckey) Sei n € N\ {0} und sei w eine primitive 2n-te Einheitswurzel.

Weiter sei
A = diag(1l,w,w?, ..., 0" 1) e K"

und P € K?"*27 gei die Permutationsmatrix, fiir die gilt

P (xg,x1,29,23,...) = (L0, T2, Tay ..., T1,T3,T5,...).

()
@ (I, I,\ (L. 0\ (DFT¢ 0
DL, _<In —In> (o A o  prr))

Beweis. Sei z = (29, 21,...,22,_1) € K*" beliebig und y = (vo, ..., y2n_1) = DFTS:L) -z. Fiir
1=0,...,2n — 1 gilt dann

Dann gilt

2n—1 n—1 n—1
Z w”:n = Zw 2J)x2 + Zw (2j+1) Tojy1 = Z(wQ)ijzgj + W' Z(w2)ij$2j+1.
7=0 7=0
Da w eine 2n-te Einheitswurzel ist, gilt w?® = 1. Daraus folgt w™ € {—1, 1} (unabhiingig vom
Korper K), und weil w eine primitive 2n-te Einheitswurzel ist, folgt w™ = —1. Fiir i < n gilt
deshalb w*" = —w® und (w?)"™" = (W?)w? = (w?)!, und daraus folgt
n—1
Yin = > (W) Twg; — o' Z JRECIRY
7=0

Insgesamt erhélt man

(y,)n—l DFT(W2) A DFT(WQ) (x )n 1
1)3=0 _ n n 21)i=0
n— - w? w? )
((ym)i:ol) DFT®") _ADFT®) <(mzz+1)zzo>
wie behauptet. =
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Beispiel. Fiir n =2 und w =i € C gilt

10 1 0 10 1 1 1 000
@ [0 1 0o 1 0 1 1 -1 0010
DFT4_10—10 1 0 1 1 0100
01 0 -1 0 i 1 -1 0001
10 1 0
101 0 i
110 -1 0
01 0 —i
1 1 1 1
I O B B
I I S R |
1 -1 —i i
1 1 1 1
_11—1—1
11 -1 1 -1
1 -1 -1 i

Die Formel aus Satz 146 fithrt die Anwendung einer DFT auf die Anwendung zweier DFTs der halben
Grofle zuriick. Diese kleineren DFTs lassen sich mit der gleichen Formel in noch kleinere zerlegen,
und so weiter, bis man bei einer ungeraden Problemgrofie angekommen ist. Wenn die urspriingliche
ProblemgréBe eine Zweierpotenz ist, also n = 2F fiir ein k € N gilt, dann erreicht man nach k = log,(n)

vielen Zerlegungsschritten die DFT der Grofle 1x 1. Fiir diese ist wegen DFT%U = I; nichts zu rechnen.

Algorithmus 16. (FFT; Fast Fourier Transform)

Eingabe: Ein Vektor = = (xq,...,7,_1) € K" mit n = 2F fiir ein & € N, und eine n-te
Einheitswurzel w € K.

Ausgabe: DFT%‘J) x.

1 wenn n =1 ist, gib z als Ergebnis zuriick und stop.

2 wende den Algo. auf (zg, 22, ..., 7, 2) und w? an. Das Ergebnis sei u = (uo, . . . s Up j2—1)-
3 wende den Algo. auf (1, 23,...,2,_1) und w? an. Das Ergebnis sei v = (vy, ... s Unj2—1)-
4 q=1

4 furi=0,...,n/2 -1

Yi = Ui + qu;
Yitn/2 = U — qU;

q = wq

o N o ot

gib (yo,y1,--.,Yn—1) als Ergebnis zuriick.
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Satz 148. Algorithmus 16 braucht nicht mehr als O(nlog(n)) Operationen in K.

Beweis. Es sei T(n) die Zahl der Operationen fiir die Problemgrofe n = 2. Die beiden
rekursiven Aufrufe in den Zeilen 2 und 3 brauchen dann je T'(n/2) Operationen. Dariiber
hinaus ist eine Operation fiir die Berechnung von w? nétig. In den Zeilen 5-7 werden insgesamt
fiinf Operationen durchgefiihrt, und Zeile 4 bewirkt, dass diese drei Zeilen n/2 mal ausgefiihrt
werden.

Daraus folgt die Abschétzung T'(n) < 27'(n/2) + 3n+ 1. Wir zeigen induktiv T'(n) < 3nk fiir
k > 0. Fiir k = 0 sind keine Operationen nétig, 7'(1) = 5-1-0 = 0 ist also richtig. Betrachte
nun ein k € N, fiir das T(2%) < 3nk gilt. Dann gilt T(2*1) = T(2n) < 2T(n) +5n +1 <
2(3nk) +5n +1 < 6n(k + 1) = 3281 (k + 1), wie behauptet. "
Mit dem FFT-Algorithmus kann man zu einem gegebenen Polynom p € K[X] vom Grad n < 2F
den Wertevektor (p(1), p(w), ..., p(w? ~1)) € K2" fiir eine 2*-te Einheitswurzel w berechnen. Aus dem
folgenden Satz folgt, dass man den FFT-Algorithmus auch zur Interpolation verwenden kann, wenn w

eine primitive 2*-te Einheitswurzel ist.

Satz 149. Sei w € K eine primitive n-te Einheitswurzel in K.
1 Firj=1,...,n—1gilt Y/ w9 =0.

2. 1/w ist auch eine primitive n-te Einheitswurzel und (DFT)~1 = L DFT{/*).

(Die Zahl n € N wird hier mit dem Kérperelement 141+ .-+ 1 € K identifiziert, und
es wird angenommen, dass dieses nicht Null ist.)

Beweis.

1. Fiir alle ¢ # 1 gilt Z?;ol ¢ =121 (geometrische Reihe). Daraus folgt

q—1
n—1 .
@ -1)=(g-1> ¢
i=0
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fiir alle ¢ # 1. Es gilt w™ = 1, weil w eine n-te Einheitswurzel ist. Damit gilt auch
(W)™ = wI™ = (w")? = 1. Weil w nach Annahme eine primitive n-te Einheitswurzel ist,
gilt w? £ 1 fiir j =1,...,n— 1. Fiir ¢ = w’ folgt also

wie behauptet.

2. Dass 1/w auch eine primitive n-te Einheitswurzel ist, folgt aus (1/w/) =1 <= w’/ =1
fiir alle j € N.

Sei (i,j) € {0,...,n — 1}? beliebig und ¢; ; der (i, j)-te Eintrag von DFT DFT{/*)
(wobei die Eintrige dieser Matrix von 0 bis n — 1 indiziert werden). Dann gilt gem#8
Teil 1:

C = nz_:lwik(l)kj — nz_:lw(i—j)k _Jn falls i = j .
" k—0 w =0 0 sonst

46 Schnelle Multiplikation

Fiir den Standardmultiplikationsalgorithmus fiir n x n-Matrizen (Alg. 12) haben wir eine Komplexitéit
von O(n?) festgestellt. Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass sich bestimmte strukturierte
Matrizen, z. B. Toplitz-Matrizen, mit einer geringeren Komplexitidt multiplizieren lassen. In diesem
Abschnitt werden wir sehen, dass sich nxn-Matrizen auch ohne besondere Annahmen iiber die Struktur
mit weniger als O(n3) Operationen multiplizieren lassen.

Auch fiir die Polynommultiplikation lidsst sich der Standardalgorithmus (Alg. 10) verbessern. Betrach-
ten wir dieses Problem als erstes. Das Prinzip ist &hnlich wie beim FFT-Algorithmus (Alg. 16): man
zerlegt das Problem in mehrere kleine Probleme des gleichen Typs, 16st diese rekursiv mit demselben
Algorithmus und setzt aus den Ergebnissen der kleinen Probleme das Ergebnis des urspriinglichen
Problems zusammen.

Betrachte a,b € K[X] mit dega,degb < n = 2. Schreibe a = ag 4+ a1 X"/, b = by + by X"/? fiir
ag, a1, bp, by € K[X] vom Grad < n/2. Dann gilt

ab = (ao + a1 X™?)(by + by X™/?) = agby + (a1bo + aghy) X™? + a1b; X™.
Man kann also die Multiplikation zweier Polynome a, b auf vier Multiplikationen von Polynomen halber
Grofie und O(n) Additionen zuriickfithren. Es zeigt sich allerdings, dass das gegeniiber dem Stan-
dardalgorithmus noch keine Einsparung bringt. Die wesentliche Beobachtung ist, dass man mit einer
Multiplikation weniger auskommt. Berechnet man néamlich nur die drei Produkte
u=agby, v=aiby, w=(ap+ai)(by+b),

so gilt ab = u+ (w—u—v)X”/2 +vX"/2, d.h. die Multiplikation von ab ist auf nur drei Multiplikationen
halber Grole und O(n) Additionen in K zuriickgefiihrt.
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Algorithmus 17. (Karatsuba)
Eingabe: a,b € K[X] mit dega,degb < n = 2.

Ausgabe: ab

1 Falls n <1, berechne ab direkt, gibt das Ergebnis zuriick und stop.

2 Schreibe a = ag + a1 X™2, b = by + b1 X™/? fiir ag, a1, by, b1 € K[X] vom Grad < n/2.
3 Berechne u = agby mit diesem Algorithmus.

4  Berechne v = a1by mit diesem Algorithmus.

5  Berechne w = (ap + a1)(bo + b1) mit diesem Algorithmus.

6  Berechne u + (w — u — v)X™? + vX™ und gib dies als Ergebnis zuriick.

Satz 150. Algorithmus 17 braucht nicht mehr als O(n'°823) = O(n!-**%) Operationen in K.

Beweis. Sei T'(n) die Zahl der Operationen. Dann gilt 7'(1) < 1 und es gibt ein ¢ > 1 so dass
fiir alle n = 2F € N gilt T'(n) < 3T(n/2) + cn.

Wir zeigen T'(2F) < 2¢3F — c2F = O(3%) = O(n'°823) fiir alle k € N durch Induktion nach k.

Fiir £ = 0ist 2¢3° — 2 = 2c —c=c¢ > 1 > T(1). Ist k € N so, dass die Abschitzung fiir
k — 1 gilt, so folgt

T(2%) < 3T (28 1) + 2% < 3(2e3% — c2F) + c2F < 2¢3F 1 — 3c2F 4 2% = 2c3F 1 — b1,

wie behauptet. =

Es geht noch schneller. Nehmen wir an, wir wollen zwei Polynome a,b € K[X] vom Grad < n multi-
plizieren. Dann gilt deg(ab) = deg(a) + deg(b) < 2n. Das Produkt ab ist also durch seine Werte an 2n

paarweise verschiedenen Punkten eindeutig festgelegt. Sind ug, ..., us, € K paarweise verschieden, so
lassen sich die Werte (ab)(u;) = a(u;)b(u;) fiir ¢ = 1,...,2n mit geringem Aufwand aus den Werten
a(u;) und b(u;) berechnen. Das motiviert einen Algorithmus nach folgendem Schema:

1 Wihle paarweise verschiedene uq,...,us, € K

2 Berechne a(uy),...,a(uz,) aus den bekannten Koeffizienten von a

3 Berechne b(uy),...,b(us,) aus den bekannten Koeffizienten von b

4 Berechne a(uy)b(uy),. .., a(us,)b(usy,)

5  Berechne aus diesen Daten die Koeflizienten von ab und gib diese als Ergebnis zurtick.

Die Multiplikationen in Schritt 4 kosten dann O(n) Operationen. Wenn man als u; die Potenzen einer
primitiven 2n-ten Einheitswurzel nimmt, kann man fiir die Evaluationen und die Interpolation den
FFT-Algorithmus einsetzen, so dass diese Schritte nicht mehr als O(nlogn) Operationen brauchen.

Koeffizienten Werte
von a (w) von a
DFT,,
Werte Koeffizienten
von ab von ab
1 (1/w)
: f— 5 DFT,,
Koeffizienten Werte

von b (w) von b
S o
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Satz 151. Sei k € N und n = 2F. Wenn es in K eine primitive 2n-te Einheitswurzel gibt,
dann kann man Polynome a,b € K[X| mit deg(a),deg(b) < n mit O(nlogn) Operationen in
K multiplizieren.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der vorangegangenen Diskussion. ]

Nun zur Multiplikation von Matrizen. Die Grundidee ist #hnlich wie beim Algorithmus von Karatsuba.
Die Matrix wird in Blocke der halben Grofle aufgeteilt, diese werden nach einem bestimmten Schema
miteinander multipliziert, und die Ergebnisse der Teilprobleme werden zum Ergebnis des urspriing-
lichen Problems zusammengesetzt. Nach Satz 18 ist das moglich. Das Schema aus diesem Satz fithrt
eine Matrixmultiplikation der Grofle 2n x 2n auf acht Matrixmultiplikationen der Grofle n x n und vier
Additionen der Grofle n x n zuriick. Eine Einsparung gegeniiber dem Standardalgorithmus ergibt sich
damit noch nicht. Wie beim Karatsuba-Algorithmus kommt der Effizienzgewinn aus der Beobachtung,
dass man mit einer Multiplikation weniger auskommt.

Algorithmus 18. (Strassen)
Eingabe: A, B € K™, n = 2k
Ausgabe: C' = AB

1 Falls n =1 ist, berechne AB direkt, gib das Ergebnis zuriick und stop.

. . Al,l ALQ o Bl,l B1,2
2 Schre1beA-<A271 Ass und B = Boi Bas)

3 Berechne die folgenden Matrizen durch rekursive Anwendung dieses Algorithmus:

My = (A1 + A22)(B11 + Bap), My = (Az1 + A22)Bi 1,

M3 = A11(B12 — Bap), My = Ay5(Ba1 — Bi1),

Ms = (A1 + A12)B22, M = (A21 — A11)(B11 + Bi2),
M7 = (A1p — A22)(B21 + Bay2)

4  Berechne die folgenden Matrizen:

C1,1 = My + My — Ms + My, Cl2 = M3 + Ms,

Cy1 = Ma + My, Coo = My — My + M3 + Mg
5 GibC= <Cl’1 01’2) als Ergebnis zuriick.
Ca1 Caa

Satz 152. Algorithmus 18 ist korrekt und braucht nicht mehr als O(n'°827) = O(n?8!)
Operationen in K.

Beweis. Die Korrektheit ergibt sich durch direktes Nachrechnen mit Satz 18, z. B.
Cro= M3+ Ms=A11(B12— B22) + (A1 + A12)Bao

=A11B12— A11Bao+ A11B2 2 + A12Bo o
=A11B12+ A12B2 9.

Fiir die Behauptung iiber die Komplexitét sei T'(n) die Zahl der Operationen, die der Algo-
rithmus fiir Matrizen der Grole n x n aufwendet. Dann gilt 7'(1) = 1 und es gibt ein ¢ > 1
so dass fiir alle n = 2% € N gilt T'(n) < 7T(n/2) + en?.
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Wir zeigen T'(2F) < 2¢7F — c4F+1 = O(7%) = O(n'°827) durch Induktion nach k.

Fiir k = 0 ist 2¢7° — c4! = 7c —4c =3¢ > 1 =T(1). Ist k € N so, dass die Abschiitzung fiir
k — 1 gilt, so folgt

T(28) <7728 1) + cdb < 7271 — cd¥) + cab = 2¢7% — 6e4F < 278 — 4P,

wie behauptet. [

Man kennt auch Algorithmen, die fiir sehr grofie n noch effizienter sind als der Algorithmus von
Strassen. Der derzeitige Weltrekord ist aus dem Jahr 2014 und liegt bei einer Komplexitit von O(n®)
fiir w &~ 2.3728639. Diese Algorithmen bringen allerdings erst bei unrealistisch groflen Matrizen einen
Gewinn und sind deshalb bis auf weiteres nur von theoretischem Interesse. Der Strassen-Algorithmus
ist dagegen durchaus praxistauglich. Abhéngig von der Implemetierung und vom Grundkérper schligt
er den Standardalgorithmus ab einer Problemgrofie zwischen 100 und 1000.

Nach Satz 141 lassen sich die meisten Probleme der linearen Algebra mit einer Komplexitét von
O(n?) 16sen. Nachdem die Multiplikation von Matrizen schneller méglich ist, kann man sich fragen, ob
sich auch die anderen Probleme mit weniger als O(n3) Operationen 16sen lassen. Tatsiichlich ist das
der Fall. Wenn w > 2 so ist, dass die Multiplikation zweier n x n-Matrizen mit O(n*) Operationen
moglich ist, dann kann man det(A4), A~! (wenn A invertierbar ist), eine Treppenform von A, sowie
Basen von ker A, im A, coker A und coim A mit O(n*) Operationen berechnen. Jede Verbesserung der
Komplexitiat von Matrix-Multiplikation fithrt sofort auch zu einer Verbesserung der Komplexitét fiir
die anderen genannten Probleme. Diese Zusammenh#nge der Komplexitéit erhélt man, indem man die
Berechnung so umorganisiert, dass der wesentliche Teil der Rechnung in einer Matrix-Multiplikation
steckt.

Wir illustrieren dieses Prinzip hier exemplarisch fiir die Berechnung von A~! fiir eine invertierbare
Matrix A € K"*" mit n = 2 fiir ein k € N. Teile 4 in Blécke auf und wende den iiblichen Algorithmus
zum Invertieren von Matrizen auf die Blocke an:

Al,l ALQ In/g 0 |'PZ: Ai} —Az
Agn Agp | 0 I Q*

<In/2 PA;»

P 0 J+
Lo — A2 P I,s) |- (Aso— Ag1PAio)~" J-PAL,
—Q

0 Aso—Ax1PA,

Iy 0
4
0 I
Die Invertierung der n x n-Matrix A lisst sich also zuriickfithren auf die Invertierung zweier Matrizen
halber Grofle plus einer konstanten Anzahl von Multiplikationen und Additionen von (n/2) x (n/2)-
Matrizen. Dabei ist strenggenommen noch zu berticksichtigen, dass A;; moglicherweise nicht inver-

tierbar ist, selbst wenn A invertierbar ist. Wenn man diesen Fall der Einfachheit halber ignoriert,
erhélt man folgenden Algorithmus.

P —PA12Q(In)2 — A21P) —PA;2Q
QIn2 — A2, P) Q

Algorithmus 19. Eingabe: A € K™ ™ invertierbar mit n = 2 fiir ein k € N.
Ausgabe: A~! oder eine Fehlermeldung

1  wenn n =1, dann:
2 wenn A = 0 ist, gib eine Fehlermeldung aus und brich die gesamte Rechnung ab.

3 anderenfalls berechne A~! direkt, gib das Ergebnis zuriick und stop.
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A A

4 hreibe A =
schreibe (14271 Ass

> fiir A;; € Kn/2xn/2

5  berechne P = Aﬁ mit diesem Algorithmus

6  berechne Cyo = (A2 — A271PA172)_1 mit diesem Algorithmus
7 berechne Cy; = 02’2(]—”/2 — A9 P)

8  berechne C1 9 = —PA; 202

9  berechne C11 = P — PA; 20y

. (Cin1 Ch 2) : )

10 gib ’ '“ | als Ergebnis zuriick.
& <C2,1 Cao &

Satz 153. Seiw > 2 so, dass je zwei n X n-Matrizen mit O(n*) Operationen in K multipliziert

werden konnen. Dann braucht Algorithmus 19 nicht mehr als O(n“) Operationen.

Beweis. Sei ¢ € R und kg € N so, dass fiir alle k¥ > ko die Multiplikation zweier 2¥ x 2k-
Matrizen nicht mehr als ¢2¥ Operationen braucht. Wir konnen 0.B.d.A. ¢ durch eine beliebige
groffere Konstante (unabhiingig von n) ersetzen. Insbesondere konnen wir deshalb ¢ > 1
annehmen.

Sei T(n) die Zahl der Operationen, die der Algorithmus fiir Eingabegrofie n = 2% braucht.
Die Invertierung der gegebenen n x n-Matrix wird zuriickgefiihrt auf zwei Invertierungen von
Matrizen halber Groe zu je T'(n/2) Operationen, acht Multiplikationen zu je ¢(n/2)* Ope-
rationen, drei Additionen und eine Multiplikation mit —1 zu je (n/2)? Operationen. Wegen
¢>1und w > 2 ergibt sich T'(n) < 2T (n/2) + 12¢(n/2)“.

Wir zeigen T'(2F) < %2’“" fiir alle k > kg. Fiir k = kg konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
T(2F) < %2’“0‘” gilt, indem wir ¢ gegebenenfalls durch eine gréfiere Konstante austauschen.
Stimmt die Abschiitzung fiir k € N, so gilt

24 24 + (2 — 2)12 12
T(21) < 97(2F) + 12625 < 22 ghw | 1gpghw _ 2AcH J12¢ g _ _12¢

— — 2(k+1)w
20— 2 20— 2 20— 2

Satz 154. Ist w > 2 so, dass invertierbare n x n-Matrizen mit nicht mehr als O(n“) Opera-
tionen invertiert werden koénnen, dann geniigen auch O(n*) Operationen, um je zwei n X n-
Matrizen miteinander zu multiplizieren.

Beweis. Seien ¢ > 0 und ng € N so, dass fiir alle n > ng die Invertierung von n x n-Matrizen
mit cn® oder weniger Operationen moglich ist. Wir zeigen, dass dann die Multiplikationen von
n x n-Matrizen fiir alle n > ng mit 3“cn® Operationen moglich ist. Dazu seien A, B € K"*™,
Durch Nachrechnen und Satz 18 ldsst sich bestéitigen, dass

-1

I, A 0 I, —A AB
0 I, B =0 1, -B
0 0 I, 0o 0 I,

gilt. Die Berechnung dieser Inversen braucht nach Voraussetzung nicht mehr als ¢(3n)“ Opera-
tionen, und das gewiinschte Matrixprodukt lédsst sich ohne weitere Rechnung aus dem Ergebnis
ablesen. [
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47 Numerische Algorithmen

Mit den Elementen eines Korpers K rechnen zu kénnen bedeutet, dass es Algorithmen gibt, die fiir je
zwei gegebene Elemente a,b € K die Elemente a +b, a — b, a - b und ¢ (falls b # 0) berechnen, sowie
einen Algorithmus, der fiir jedes gegebene a € K entscheiden kann, ob a = 0 ist. Die Korperelemente
miissen den Algorithmen in einem bestimmten vorher festgelegten Datenformat iibergeben werden.
Unter einem Datenformat kann man sich eine Abbildung vorstellen, die jedem Korperelement eine
endlich lange Zeichenkette (Symbolfolge) zuordnet. Fiir ganze Zahlen kann man z. B. die gewdhnliche
Darstellung als endliche Folge von Ziffern mit gegebenenfalls vorangestelltem Vorzeichen verwenden.
Auch fiir rationale Zahlen und fiir Elemente von endlichen Korpern, oder auch fiir den Korper Q(v/2)
ist es nicht schwer, sich geeignete Darstellungen der Korperelemente zu iiberlegen, mit denen man
rechnen kann.

Fiir die Korper R und C dagegen ist das aus prinzipiellen Griinden nicht moglich. Da diese Korper
iiberabzéahlbar viele Elemente haben und es nur abziéhlbar viele endlich lange Zeichenketten gibt,
kann es kein Datenformat fiir reelle oder komplexe Zahlen geben. Man 16st dieses Dilemma durch
Approzimation. Statt mit der Zahl z € R selbst rechnet man z. B. mit einer Zahl z € Q, fiir die |« — Z|
klein ist. Man nennt dann & eine Niherung fiir x. Die Zahl |z — Z| nennt man den absoluten Fehler
und die Zahl |z —Z|/|z| (falls  # 0) den relativen Fehler der Nidherung . Wenn Z, § zwei Néherungen
an bestimmte Zahlen z,y € R sind und wir wissen, dass |z — Z| < € und |y — §| < e fiir ein gewisses
€ > 0 gilt, dann ist T + y eine Ndherung an = + y, deren absoluter Fehler hochstes 2¢ betriagt. Der
Fehler der Ndherung kann wéhrend einer Rechnung also grofler werden.

Algorithmen, die mit Naherungen arbeiten, nennt man numerische Algorithmen. Bei solchen Algorith-
men spielt nicht nur die Komplexitit eine Rolle, sondern dariiber hinaus die Frage, um wieviel grofler
der Fehler im Ergebnis verglichen mit dem Fehler in der Eingabe ist. Dieses Fehlerwachstum mdochte
man, ebenso wie die Komplexitéit, moglichst klein halten. Der Minimierung des Fehlerwachstums sind
dabei Grenzen gesetzt.

Beispiel. Betrachte ein lineares Gleichungssystem Az = b, von dem wir annehmen, dass
A e QM C R™™ exakt gegeben ist, wihrend wir von der rechten Seite b € R™ \ {0} nur
eine Néherung b € Q" kennen. Wenn Z die Losung des Gleichungssytems AZ = b ist, wie nah
wird dann Z bei der Losung x von Ax = b liegen? Es gilt

b—b=Ax — Az = A(x — T),
also A7Y(b—b) = x — z, also

[lell
2]

b — bl
el

b — bl
ol

le—a]| = A7 (0=0)|| < A [[[Ib=bl - = [IAT* [l AA™ ] < ATl ANl

5 _ b—b
also 151 < a1 a) b

Damit ist gezeigt, dass bei einem relativen Fehler von € in der rechten Seite b mit einem
|A=L]|||A|-mal so groBen relativen Fehler in der Niherung Z von z zu rechnen ist.

Definition 90. Sei A € R™ ™ invertierbar, || - || die zur Standardnorm auf R™ gehorende
Matrixnorm. Dann heiit x(A) := ||A~Y||||A| die Konditionszahl (engl. condition number) der
Matrix A.

Wegen 1 = ||I,|| = [|[A7A] < ||A7Y|||A]| = k(A) ist die Konditionszahl nie kleiner als 1. Ist sie
nicht zu viel grofler, spricht man von einer gut konditionierten Matrix, anderenfalls von einer schlecht
konditionierten.
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Satz 155. Sei A € R™*™ invertierbar.

On
o1’

1. Sind 0, > 0p—1 > -+ > 01 > 0 die Singulérwerte von A, so gilt xk(A) =

2. Ist A symmetrisch und positiv definit, und sind A, > A1 > --- > A1 > 0 die Eigen-

werte von A, so gilt aulerdem x(A) = %

Beweis.

1. Zunéchst gilt ||A|| = o, nach Satz 115. Wenn (U, X, V') eine Singulérwertzerlegung von
Aist, ist (V1,271 U~ eine Singulirwertzerlegung von A~!. Die Singulirwerte von
A~! sind deshalb 1/0y,...,1/01. Daraus folgt |A~!|| = max{1/oy,...,1/01} = 1/01,
wieder wegen Satz 115. Insgesamt folgt x(A) = ||A7Y]| 4] = o—llan, wie behauptet.

2. Nach Satz 118 ist 0 > 0 genau dann ein Singulirwert von A, wenn o2 ein Eigenwert von

AAT ist. Da A symmetrisch ist, ist AAT = A% Wenn ) ein Eigenwert von A ist, ist A2

ein Eigenwert von A2, also A2 = ¢? fiir einen Singulérwert o von A. Da Singulirwerte

stets positiv sind und die Eigenwerte von A, da A positiv-definit ist, ebenfalls positiv
sind, folgt, dass die Eigenwerte von A mit den Singuldrwerten von A {ibereinstimmen.

Daraus folgt die Behauptung. [

Dass man beim Rechnen mit Niherungen nie ein exaktes Ergebnis erwarten kann, eréffnet beim Ent-
wurf von Algorithmen zusétzliche Freiheiten. Man kann ndmlich auch Rechnungen erlauben, die selbst
bei einer gedachten exakten Rechnung mit einem Fehler behaftet wiren. Man unterscheidet dann
zwischen dem Fehler, der durch die unvermeidliche Ungenauigkeit in den Daten verursacht wird (Da-
tenfehler), und dem, der sich aus bewusst vorgenommenen Vereinfachungen wéhrend der Rechnung
ergibt ( Verfahrensfehler). Man wird bereit sein, einen Verfahrensfehler zu akzeptieren, der klein im
Vergleich zum Datenfehler ist, zumal wenn man sich dadurch eine bessere Komplexitét erkaufen kann.

Typischerweise gehen numerische Algorithmen iterativ vor. Beginnend mit einer schlechten Néherung
einer Losung von Ax = b berechnen sie nach und nach immer bessere Ndherungen, bis die gewiinschte
Genauigkeit erreicht ist.

Satz 156. (Richardson) Es bezeichne || - || eine Norm auf R" sowie die dazugehorige Ma-
trixnorm. Sei A € R"*™ und b € R™.

1. Wenn |1, — A|| < 1 ist, ist A invertierbar.

2. Essei g € R, und x1,x9, ... € R" seien definiert durch zy11 = x4+ (b— Ax) (k € N).
Ist A invertierbar, so gilt fiir den eindeutig bestimmten Vektor x € R™ mit Ax = b

lz — axll < |12 — A — ol

fir alle k € N.
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Beweis.

1. Wire A nicht invertierbar, dann géibe es ein % 0 mit Az = 0. Dann wire

]| = [|(In = A)z|| < [ In — Al lz]l <[],
—_——
<1 #0

und das kann nicht sein.

2. Sei z = A~'h. Wir zeigen die Ungleichung durch Induktion nach k. Fiir & = 0 ist die
Ungleichung wegen || I, — A||® = 1 erfiillt. Nehmen wir an, sie ist fiir ein k& € N erfiillt.
Dann ist sie auch fiir k + 1 erfiillt, denn

|z — 2ps1ll = llz — (zk + (b — Azg)) ||
= ||z -z — (Az — Azy)||
= [[(In — A)(z — zy) |
< | — Allllz — @]l
< | I — Al T — All* |2 — 2ol

= |1 = A Y|z — a0 m
Beispiel.
0.456146 0.0814547 0.0531599 2.55882 0
1. A~ | 0.0805973 0.47501  0.067736 |, b~ | 0.555556 |, xp= |0
0.0600193 0.0257225 0.529027 0.0875 0

Wegen || I3 — A|| = 0.617327 erwarten wir, dass das Verfahren konvergiert. Fiir die Folge
der Néherungen findet man:

21 ~ (2.55882, 0.555556, 0.0875),
9 ~ (3.90054, 0.635056, —0.0391589),
73 ~ (4.6305,0.577233, —0.181386),

x11 ~ (5.5986,0.295709, —0.479811),
x12 ~ (5.60506,0.292069, —0.482109),
x13 ~ (5.60899,0.289792, —0.483485),

x91 ~ (5.61504,0.286135, —0.485525),
x92 ~ (5.61509,0.286104, —0.48554),
x93 ~ (5.61511,0.286085, —0.485549),

231 ~ (5.61516, 0.286056, —0.485563),
230 ~ (5.61516, 0.286055, —0.485563),
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233 ~ (5.61516, 0.286055, —0.485563),

Die Komplexitét des Verfahrens ergibt sich aus der Anzahl der Iterationen multipliziert
mit der Zahl der Operationen, die man fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation braucht.
Das sind im allgemeinen O(n?) Operationen, es kénnen bei diinn besetzten oder struk-
turierten Matrizen aber auch deutlich weniger sein.

0.830391 —0.821397 0.260858 2.55882 0
. A~ |0.214607 0.00167985 0.119583 |, b~ [ 0.555556 |, o= [0
0.335831 —0.711475 0.628112 0.0875 0

In diesem Fall gilt ||I,, — Al =~ 1.49229 > 1. Die Bedingung ||I, — A|| < 1 ist fiir die
Konvergenz des Verfahrens hinreichend, aber nicht notwendig. In der Tat scheint das
Verfahren in diesem Beispiel trotzdem zu konvergieren:

x1 ~ (2.55882,0.555556, 0.0875)
x9 &~ (3.42633,0.550572, —0.344029)
x3 ~ (3.68194,0.411028, —0.799391)

231 ~ (3.6171, —0.0444187, —1.84496)
239 ~ (3.6171, —0.0444190, —1.84496)
233 ~ (3.6171, —0.0444192, —1.84496)

Der Grund ist, dass es eine andere Norm gibt, fiir die ||I,, — Al < 1 gilt. Satz 155 gilt
fiir beliebige Matrixnormen, und die Iterationsvorschrift héngt nicht von der Wahl der
Norm ab. Das Verfahren konvergiert also schon, wenn ||, — A|| < 1 fiir irgendeine Norm
gilt.

Im vorliegenden Beispiel ist dies der Fall fiir die Matrixnorm, die zur Vektorraumnorm

4130 8034 3203\

|z|| ;= |z [ 8034 19288 8136| =
3203 8136 3626

gehort. Fiir diese Norm gilt ndmlich ||, — A|| ~ 0.617327 < 1. Man kann zeigen, dass
es eine Norm mit ||, — A|| < 1 genau dann gibt, wenn fiir alle Eigenwerte A € C von
I, — Agilt |\ < 1.

1.82459 0.325819 0.21264 0.758621 0
. A~ (0322389 1.90004 0.270944 |, b~ | 0.037037 |, xo= | 0
0.240077 0.10289  2.11611 0.863636 0

Da die Eigenwerte von I, — A in der Nidhe von —1.43877, —0.860404, —0.541556 liegen,
gilt ||I,, — Al > 1 fiir jede Norm, und Satz 155 kann beim besten Willen keine Konver-
genz garantieren. In solchen Féllen kann man versuchen, das gegebene Gleichungssystem
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Ax = b in ein anderes System umzuwandeln, fiir das das Verfahren konvergiert, zum
Beispiel indem man ausnutzt, dass Az = b <= PAQ 'Qx = Pb fiir beliebige inver-
tierbare Matrizen P, Q gilt. Man nennt solche Matrizen P, Q, fiir die ||, — PAQ™!|| < 1
ist, Vorkonditionierer (engl. preconditioner) fiir das System.

Natiirlich kommen als Vorkonditionierer nur Matrizen P und @ in Frage, fiir die man
PAQ™! in verniinftiger Zeit berechnen kann. Es ist z. B. wenig hilfreich P = I, und
@ = A zu wihlen, denn diese Wahl transformiert das gegebene System nicht in ein
einfacheres, sondern auf sich selbst. Unter Umstéinden kann es schon helfen, P = 71,
und @ = I, fiir eine geeignete Konstante 7 € R zu wéhlen. Im vorliegenden Beispiel
konvergiert z. B. die Iterationsvorschrift xy,1 = x + %(b — Axy) gegen eine Losung:

x1 ~ (0.151724,0.00740741,0.172727)

x9 ~ (0.240253, —0.00714279, 0.264915)

x3 ~ (0.293504, —0.0268675,0.314136)

z31 ~ (0.390551, —0.0993408, 0.368647)
z32 ~ (0.390552, —0.0993415, 0.368647)
x33 ~ (0.390553, —0.0993421, 0.368646)

. Selbst wenn ||, —A|| < 1 gilt und das Iterationsverfahren also nach Satz 155 konvergiert,
kann es sinnvoll sein, einen Vorkonditionierer einzusetzen, und zwar mit dem Ziel, die
Konvergenz zu beschleunigen. Man mochte, dass ||z —z|| < ¢* ||z —zo]| fiir ein moglichst
kleines ¢ gilt. Wahlt man fiir die Matrix A aus dem ersten Beispiel oben zum Beispiel den
Parameter 7 = 2, d. h. verwendet man die Iterationsvorschrift x4 = x5 + 2(b — Azy),
so erhélt man eine bessere Konvergenz:

x1 ~ (5.11765,1.11111,0.175)

x9 ~ (5.36688,0.318001, —0.506636)

x3 ~ (5.59042,0.330527, —0.45618)

x11 ~ (5.61516,0.286055, —0.485563)
z12 ~ (5.61516,0.286055, —0.485563)
z13 ~ (5.61516,0.286055, —0.485563)

Satz 157. Essei ||-|| die Standardnorm des R™. Sei A € R™*" symmetrisch, Amin der kleinste
und Apax der groBite Eigenwert von A. Seien b € R™, 7 > 0, ¢ = max{|1 — 7 Amin|, |1 — T Amax| }-
Es sei g € R" beliebig, und x1, x3, ... € R™ seien definiert durch xp1 = z + 7(b — Axy) fiir
k € N. Fiir das eindeutig bestimmte z € R™ mit Ax = b gilt dann

lz — @il < ¢l — o]

fir alle k € N.
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Beweis. Es sei (-|-) das Standardskalarprodukt auf R™. Nach Satz 108 hat A eine Basis

aus Eigenvektoren. Sei {e1,...,e,} eine solche Basis und seien \i,..., A, die zugehorigen

Eigenwerte. Dann gilt Ae; = N\je; fiiri = 1,...,nund (I,—7A)e; = (1—7N\))e; firi =1,...,n.

Somit sind die Vektoren ey,...,e, auch Eigenvektoren von I, — 7A, und die zugehotrigen

Eigenwerte sind 1 — 7Aq,...,1 —7\,. Da A symmetrisch ist, ist auch I, — 7A symmetrisch.
2

Nach Satz 118 ist o > 0 genau dann ein Singuldrwert von I,, — 7A wenn ¢° ein Eigenwert von
(I, — 7A)? ist. Da die Eigenwerte von (I,, — 7A)? gerade die (1 —7X;)? (i = 1,...,n) sind,
sind die positiven Singuldrwerte von I, — 7A genau die Zahlen |1 — 7)\;| (i = 1,...,n). Mit
Satz 115 folgt

I, — TA| = max{|1 — 7A\1],..., |1 — 7An|} = max{|1 — T Amin|, |1 — TAmax|}

Damit folgt die Behauptung aus Satz 155 angewandt auf 7A und 7b anstelle von A und b. =

Wenn A\, < 0ist, gibt es keine bessere Wahl als 7 = 0. Interessant ist der Satz also nur, wenn A positiv

definit ist. Nehmen wir an, das ist der Fall. Dann kann man die Konvergenz des Iterationsverfahrens
gewihrleisten, indem man 7 zwischen 0 und 2/\,ax wéhlt, denn dann gilt

)\min
71§172)\ <1—7Amin <1 — |1 — 7Amin] < 1

/\ma" — g¢<lL
—1:1—2)\Inax <1 —TAmax <1 N 11— TAmax| < 1

Die beste Konvergenz erhilt man, wenn ¢ moéglichst klein ist. Offenbar entspricht das kleinstmégliche
q dem Wert 7, bei dem

|1 - T/\max‘ = _(1 - TAmax) =1- 7->\min = |1 - 7'Amin|

gilt, also 7 = ﬁ
q
1 — T Amax
1 | * ‘ |1 — T)\min|
0 T
0
Das zugehorige ¢ ist dann
L2y i e~ 2hn _ ae — 1 R(4) 1
Amin + Amax  Amin + Amax  2wmex 41 g(A)+1°

min

Wie man sieht, ist eine umso bessere Konvergenz zu erwarten, je ndher die Konditionszahl bei 1 liegt.

48 Symbolische Algorithmen

In Abgrenzung von numerischen Algorithmen spricht man bei Algorithmen, die auf Koérper spezia-
lisiert sind, fiir die sich jedes Element mit endlich viel Information codieren lafit, von symbolischen
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Algorithmen. Zu diesen Korpern gehoren alle endlichen Kérper und Q. Wenn K ein solcher Koérper
ist, dann auch der Korper K(X) der rationalen Funktionen iiber K (vgl. Seite 43). Der Begriff ,,sym-
bolisch“ bezieht sich auf das X von K(X): Anders als numerische Algorithmen kénnen symbolische
Algorithmen némlich insbesondere mit Matrizen umgehen, in denen ,, Variablen*“ vorkommen.

Wenn ein Koérper unendlich grof ist und alle Elemente eine endlich lange Darstellung haben, dann
konnen diese Darstellungen keine beschrankte Linge haben, d. h. fiir jedes n € N muss es ein Korper-
element geben, dessen Darstellung mehr als n Speicherzellen belegt. Es ist bei solchen Kérpern deshalb
nicht adéquat, fiir die Komplexitét eines Algorithmus einfach die Anzahl der Koérperoperationen an-
zugeben. Man muss dariiber hinaus beriicksichtigen, dass eine Koérperoperation um so langer dauert,
je linger die Codierung der Elemente ist, die addiert oder multipliziert werden sollen. Insbesondere ist
zu beachten, dass die Kérperelemente im Verlauf einer Rechnung immer linger werden kénnen.
Beim Rechnen in endlichen Korpern besteht dieses Problem natiirlich nicht, denn bei endlichen
Korpern kann man fiir die Kérperoperationen (zumindest prinzipiell) Wertetabellen abspeichern, so
dass das Ergebnis jeder Operation mit dem gleichen Aufwand nachgeschlagen werden kann. Auch beim
Rechnen mit Ndherungen besteht das Problem nicht, weil man durch Rundung des Ergebnisses die
Lénge der Zahlen kurz halten kann:

6.91091-1073 x 8.23680-10' ~ 5.61421-10~*
N—— —— ——
6 Ziffern 6 Ziffern 6 Ziffern
Vergleiche dazu eine exakte Rechnung in Q:
23459769133495775 y 4589613856856600533 _ 107671281493748973401267829018248075
3394597239563495799 56496729350456004 ~ 191783641497423884215594912988327196
36 Ziffern 36 Ziffern 72 Ziffern

Die Zahl rechts ist etwa so lang wie die beiden Zahlen links zusammen. Dasselbe Phénomen beobachtet
man auch beim Rechnen mit rationalen Funktionen, z.B. in Zs(X):

4X5+2X4+4X3+X2+X+2+ 2X8 42X 7 4ax542X343X _ ax'243x14ox84axT42X0 44X X2 42X 44
XT1oX3+X2+X+3 X8 3XT+AX5+3X4+X2+4 XU 43XT104 X9 XB44X042X444X244X+1 °

10 Terme 11 Terme 18 Terme

Die Behandlung von rationalen Zahlen (gemessen z. B. in der Gesamtzahl der Ziffern in Zihler und
Nenner) und rationalen Funktionen iiber einem Korper (gemessen in der Summe der Polynomgrade
von Zihler und Nenner) ist weitgehend analog. Der Fall der rationalen Funktionen ist dabei etwas
einfacher. Ignoriert man in diesem Fall, dass auch die Elemente des Grundkorpers K moglicherweise
anwachsen kénnen, so kann man die Komplexitit eines Problems iiber K(X) unter Beriicksichtigung
des Wachstums der Ausdriicke dadurch abschétzen, dass man statt der Zahl der Operationen in K(X)
die Zahl der Operationen im Grundkoérper K bestimmt.

Der folgende Satz illustriert, dass bei Rechnungen in der linearen Algebra ein gewisses Wachstum von
Ausdriicken gar nicht zu vermeiden ist, weil schon die Ausdriicke im Ergebnis im allgemeinen gréfer
sind als die in der Eingabe.

Satz 158.

1. Sei A = ((a;4))} ;=1 € K[X]™" mit deg(a;;) < d fiir alle 4,5 € {1,...,n}. Dann gilt
det A € K[X] und deg(det A) < nd.

2. Sei A= ((ai;))}j=1 € Z™" mit |a; ;| < mfiiralled,j € {1,...,n}. Dann gilt [det(A4)| <

n!m™.

Ferner gilt die Hadamardsche Ungleichung:
n
det(A)] < JTlIain, -, ain)l| < n"2m"
i=1
wobei || - || die Standardnorm bezeichnet.
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Beweis.

1. Fiir beliebige Polynome p,q € K[X] gilt deg(pq) = deg(p) + deg(q) und deg(p + q) <
max{deg(p), deg(q)}. Deshalb folgt die Abschitzung unmittelbar aus Def. 28.

2. Die erste Abschétzung folgt ebenfalls direkt aus der Definition, denn

det(A)| =1 D seu(m) [Jaizpl < D [T lainwl < D m™ < nim®.

TESR =1 TesS, i=1 TESR
Fiir die zweite Abschétzung schreibe a; = (ai1,...,a;y) fir i = 1,...,n. Die Vektoren
bi,...,by, seien definiert durch b1 = aq und b; = a; — Zj<i &Z;JZZ? bi, wobei mit (-|-) das

Standardskalarprodukt gemeint ist. Dann ist {b1,...,b,} eine Orthogonalbasis von R",
es gibt eine Matrix

1 =% *
o |01 g
0o --- 0 1

mit (ag,...,an)" = M(b1,...,b,) ", und es gilt ||b;]| < ||la;|| fiir alle 7. Aus all dem folgt

|det(A)| = \/det )det(AT)

- \/det (b1, .., bp)det MT det M det(br, ..., bn)T
=1 =1

= \/det((b1, .. -,bn)(blv s 7bn)T)
= \/det diag((b1]b1), - .., (bn|bn))

HHb I< HHazH

Der rechte Teil der Ungleichung folgt aus ||a;|| = \/a?,l +- a2, < Vnm?2 =nl?m

1/’
]

Wir betrachten als néchstes das Problem, die Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b fiir
gegebene A € K[X]|"*™ und b € K[X]™ zu bestimmen. Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, dass
A invertierbar ist, und dass es dariiber hinaus im Verlauf des Gauf-Algorithmus nicht nétig ist, jemals
zwei Zeilen zu vertauschen. Die zweite Annahme ist nicht unbedingt nétig, aber durch sie wird die
Formulierung von Sitzen, Beweisen und Algorithmen erheblich vereinfacht. Zum Beispiel vereinfacht
sich der Algorithmus zur Berechnung einer Treppenform wie folgt.

Algorithmus 20. Eingabe: eine Matrix A € K[X|"*™, fiir die die Teilmatrix bestehend aus
den ersten n Spalten die oben genannten Eigenschaften hat
Ausgabe: eine Treppenform fiir A

1 firk=1,....,n
2 dividiere die k-te Zeile durch A[k, k].
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3 firi=k+1,...,n:
4 addiere das (—A[i, k])-fache der k-ten Zeile zur i-ten Zeile
5 gib A als Ergebnis zuriick.

Die Annahmen iiber A gewéhrleisten, dass A[k, k] in Schritt 2 nie Null ist.

Wir nehmen an, dass die Eintrdge von A und b Polynome sind, betrachten sie aber als Elemente von
K(X)™*™ bzw. K(X)™, d. h. Divisionen sind erlaubt und wir sprechen iiber das klassische Problem der
linearen Algebra und nicht etwa iiber die allgemeinere Modul-Variante. Trotzdem kann es sinnvoll sein,
wéhrend der Rechnung die Einfithrung von Nennern zu vermeiden. Zum einen erspart man sich dadurch
das Kiirzen gemeinsamer Faktoren in Zahler und Nenner, fiir das jedesmal die Berechnung eines
grofiten gemeinsamen Teilers notig ist. Zum anderen ist es bei einer Komplexitéatsabschétzung schwer
vorherzusehen, wie grof§ diese gemeinsamen Teiler sein werden, und das erschwert die Abschétzung
der GroBle der Ausdriicke. Betrachten wir deshalb folgende Variante des Gaufl-Algorithmus, bei der
auf Divisionen verzichtet wird:

Algorithmus 21. Eingabe: eine Matrix A € K[X|"*™, fiir die die Teilmatrix bestehend aus
den ersten n Spalten die oben genannten Eigenschaften hat

Ausgabe: Eine Treppenform von A, wobei auf den Treppenstufen statt 1 auch andere von
Null verschiedene Eintrige erlaubt sind.

1 firk=1,...,n:

2 firi=k+1,...,n:

3 firj=k,...,m:

4 Ali, j| = Alk, k| Ali, j] — Ali, k] A[k, j]
5 gib A als Ergebnis zuriick.

Beispiel.
ai1 ai2 a3 ai4 —<—‘*a271 —as,1 a1 a12 ai3 a4
as1 ag2 a3 aza | | -aiq <+ | 0 by b2z boy —(_‘—53»2
as1 as2 as3 asa) | -ain + 0 b3 bss bga) | -bao <+

a1 ai2 @13 a4
<~ 0 by b2z boy

0 0 33 c34

Bei jedem Aufruf von Schritt 4 wird ein Eintrag A[i, j] durch einen Eintrag ersetzt, dessen Grad
potentiell doppelt so hoch ist. Wenn die Matrix A zu Beginn Polynome vom Grad < d enthélt, dann
enthélt sie am Ende Polynome vom Grad 2"d. Das ist viel. Die Funktion n +— 2" wéchst schneller als
jedes Polynom, d.h. es gibt kein p € N, so dass 2" = O(nP) ist. Man spricht von einer exponentiellen
Komplezitit. Algorithmen mit so hoher Komplexitéit sind meistens nicht praktikabel (Beispiel: wenn
man pro Operation eine Nanosekunde kalkuliert, braucht man fiir 27 = 37778931862957161709568 =
3.8 - 10?2 Operationen mehr als eine Million Jahre).

Bei der folgenden Variante bleiben die Eintrage auch polynomiell, wie wir in Satz 158 zeigen werden,
und die Grade wachsen so viel langsamer, dass sich insgesamt eine polynomielle Komplexitit ergibt
(Satz 159).
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Algorithmus 22. (Bareiss)
Eingabe und Ausgabe wie vorher.

setze A[0,0] =1
firk=1,...,n:

firi=k+1,...,n:

gib A als Ergebnis zuriick.

Satz 159. (Sylvester) Sei A = ((ai;)); 2, € K[X]™™ so, dass det((ai;))F;—, # 0 fiir alle
k=1,...,n gilt.

1
2
3
4 fur j=k,...,m:
)
6

Sei al(-g.) = a; ; fiir alle 7, j, und sei ag? fir k = 1,...,n der Eintrag der Matrix A in Algorith-
mus 22 am Ende der k-ten Ausfithrung der Schritte 3-5 in Position (4, 7). Dann gilt:
N N W A S W
o) =| © | eK[x]
ag1 - Qg Qg
a1 o Gk Qg

fiir alle K =0,...,n und alle 7,j > k.

Beweis. Fir k = 0,...,n und alle 7, j > k sei bg’k;) die Determinante auf der rechten Seite.
Zu zeigen: agj.) = bgﬁ) fiir alle 4, 7, k.

Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen und fiir k = 1 lésst sich die Aussage direkt
aus dem Algorithmus ablesen. Wir zeigen: wenn k € {2,...,n} so ist, dass die Behauptung

flir £k — 1 und k£ — 2 gilt, dann gilt sie auch fiir k. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir alle
i,7 >k gile b = (o 0D kB ) Sehreibe dazu

7’7‘7 1’7
a1 - Ak Al
Mo - — : : : _(Ar By
kiig — ~\C.. Dy..
ag1 - Qgk Qkj ksi kii,j
a1 vt Gik Qg
mit
a1l o Alk—1 aik ai,j
A, = c K[X](k_l)x(k_l), Bk;j — c K[X](k—l)XQ
Akp—1,1 *°° Ok—1k—1 ag—1,k Qk—1