Lineare Algebra und Analytische Geometrie I - Winter 2017/18 06.04.2018
Zweite Klausur

Name (deutlich lesbar!) Matrikelnummer

e Es sind keine anderen Hilfsmittel als ein Stift zugelassen, insbesondere keine Unterlagen und keine elektro-
nischen Geréte. Bitte schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus.

e Die Antworten zu Aufgabe 1 sind auf dem Aufgabenblatt einzutragen. Notieren Sie die Antworten fiir die
weiteren Aufgaben auf dem zur Verfiigung gestellten weissen Papier. Beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein
neues Blatt und legen Sie bei der Abgabe die Blitter in der Reihenfolge der Aufgaben zusammen, mit dem
Aufgabenblatt als Deckblatt. Die abgegebenen Bldtter werden oben links zusammengetackert. Halten Sie
deshalb beim Schreiben geniigend Abstand zu dieser Ecke.

e Die Bearbeitungszeit betréagt 90 Minuten. Sie kénnen die Teilnahme an der Klausur jederzeit ohne Abgabe
einer Losung beenden. Ein solcher Abbruch wird nicht als Fehlversuch gewertet.

Aufgabe 1.  Wahr oder falsch?

wahr falsch
Eine Funktion f: {1,2,3,4} — {5,6,7} kann nicht surjektiv sein O X
GL(n,Q) hat eine Untergruppe, die isomorph zu (Q \ {0}, -) ist
Jede Teilmenge einer linear abhéngigen Menge ist linear abhéngig
Sind By, By zwei Basen von V, so gilt By = By oder B; N By = ()
Die Menge aller Polynome vom Grad 5 bildet einen Unterraum von K[X]
Ist e; der i-te Einheitsvektor, so ist Ae; die i-te Zeile von A
Fiir alle h: V — W gilt h ist surjektiv <= ker h # {0}
Ist h: V — W linear und U ein Unterraum von W, so ist h~*(U) ein Unterraum von V
Die Abbildung H: C([0,1],R) — C([0,1],R), H(f)(x) = f(z?) ist linear
V/(U/W)=(V xW)/U

Zu jedem Unterraum U C V gibt es genau einen Komplementarraum W
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R ist als Q-Vektorraum unendlich-dimensional



Aufgabe 2. Zur Erinnerung: Die Menge GL(n,K) aller invertierbaren Matrizen der Gréfie n x n mit
Eintrigen im Korper K bildet mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe.

a) Sei A € K" fix und G4 = {(P,Q) € GL(n,K)? : PAQ~! = A}. Zeigen Sie, dass diese Menge
mit der Verkniipfung (P, Q1) * (P2, Q2) = (P1 P2, Q1Q2) eine Gruppe bildet.

b) Zeigen Sie: Ist (P,Q) € G4 und U € GL(n,K) beliebig, so ist auch (UPU~Y,UQU ') € Gyap-1.

c) Zeigen Sie, dass die Gruppe Gy, isomorph zu GL(n,K) ist.

Ldsung.

a) Assoziativitdt iibertrdgt sich von GL(n,K). Das Neutralelement ist (I, I,,), was in G4 liegt, weil
sicher I,, AT} = A gilt. Offenbar ist (P,Q)~! = (P~1,Q71), und dieses Element gehért zu G4,
denn ist (P,Q) € Ga, so gilt PAQ™! = A = A = P7'AQ 1), also (P71,Q71) € Ga.
Bleibt zu zeigen, dass mit (P1,Q1), (P2, Q2) € G4 auch (P P2, Q1Q2) € G4 gilt. Das folgt aus
PP A(Q1Q2) 7" = PP AQ; Q1 = PLAQT! = A

b) PAQ '=A=UPAQ U '=UAU ' = UPU'DAUU)Q U =UAU!
= (UPU-Y)UAU-Y)UQU~Y)"' = UAU".

c) ImFall A=1,gilt (P,Q) € Gao <= PI,LQ '=1, <= P=Q, alsoist G4 = {(P,P): P¢€
GL(n,K)}. Ein Gruppenisomorphismus ist also z.B. h: GL(n,K) — Gy, , h(P) = (P, P).

1 -1 0 -1 0
-1 0 1 0 1
0 1 -1 1 -1|eq.
1 0 -1 0 -1
1 0 -1 0 -1

a) Berechnen Sie Basen von ker A und im A.

Aufgabe 3. Sei A =

1 0 1 1 0
1 1 1 0 -1
b) Zeigen Sie, dass die Abbildung h: Q3/(|0|,] O |,|1]|) = (| -1, 1 |), h(z) = Ax
0 —1 0 0 1
1 0 0 0 1

wohldefiniert ist.

c) Zeigen oder widerlegen Sie, dass die Abbildung aus Teil b) ein Isomorphismus ist.

Lésung.
a)
1 -1 0 -1 0 -1 4-1 1 -1 0 -1 0 +
-1 0 1 0 1 JJr 0o -1 1 -1 1 |(—1)J
0 1 -1 1 -1 <10 1 -1 1 -1 jj
1 0o -1 0 -1 o 1 -1 1 -1 +
1 0o -1 0 -1 o 1 -1 1 -1 +
1 0 -1 0 -1
01 -1 1 -1
<~ 10 0 0 0
0 0 0
0 0 0



-1 0 -1
-1 1 -1
Daraus folgt ker A= (| =1 |, 0 [,] 0 |).
0 -1 0
1
0

0 0 —1
1 -1 0 1 1 -1 0 1 1
-1 0 1 0 3+ 0 -1 1 1
0 1 -1 -1 -1 <10 1 -1 -1
-1 0 1 0 O + 0o -1 1 1
0 1 -1 -1 -1 o 1 -1 -1
1 -1 0 1 1
0O -1 1 1 1
<10 0 0 0 O
0 0 0 00
0 0 0 00
1 0
-1 -1
Daraus folgt imA=(] 0 |,| 1 |).
1 1
1 1
1 0 1 1 0
1 1 1 0 —1
b) Zu iiberpriifen ist, ob (| 0, 0 |,|1]) CkerAundim A C (| —1],] 1 |[) gilt. Nach den
0 —1 0 0 1
1 0 0 0 1
Ergebnissen aus Teil a) gilt in beiden Féllen sogar Gleichheit. Also ist die Abbildung wohldefiniert.
c) Aus Rang A = 2 folgt dimim A = 2 und dimker A = 3, daraus folgt dim Q®/ker A =5 — 3 = 2.
Damit ist h ein Isomorphismus.
Aufgabe 4.
a) Zeigen Sie: Ist U ein Untervektorraum von K*, so ist die Menge aller linearen Abbildungen h: K* —
K5 mit U C ker h ein Untervektorraum von Hom(K*, K5)
b) Zeigen Sie: Ist W ein Untervektorraum von K®, so ist die Menge aller linearen Abbildungen
h: K* — K5 mit imh C W ein Untervektorraum von Hom(K*, K?).
¢) Sei h: K — K2 definiert durch h(z) = (; i) x, und sei H: Hom(K? K?) — Hom(K?,K?)
definiert durch H(¢) = h o ¢. Geben Sie eine geordnete Basis B von Hom(K?,K?) an sowie die
Abbildungsmatrix von H beziiglich B und B.
Lésung.
a) Sei M die beschriebene Menge. Wegen U C ker 0 = K* gilt jedenfalls 0 € M, also M # (. Seien nun
hi,ha € M, ay, a9 € K. Dann gilt U C ker hy, U C ker hy. Fiir u € U gilt also hy(u) = ha(u) =0,
d.h. (a1hy + ashs)(u) = 0, also u € ker(aihy + aghs). Damit ist gezeigt U C ker(ayhy + ashs),
also gllt ar1hy + ashy € M.
b) Sei M die beschriebene Menge. Wegen im0 = {0} C W gilt jedenfalls 0 € M, also M # (). Seien nun

hi,he € M, a1,as € K. Sei x € im(aihy +ashs), etwa x = (a1hy +asho)(y) = a1hi(y) +asha(y).
Wegen hi,he € M gilt imhy,imhe C W, somit hy(y), ha(y) € W, und da W ein Unterraum
ist, auch z = a1hi(y) + azha(y) € W. Da z beliebig war, folgt im(aih; + ashy) C W, also
ar1hy + ashy € M.

Zum Beispiel B = ((;) = (5), (;) = (2), () = (§), (§) = (5)) und

M =

O O =N
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