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Aufgabe 1. Zeigen oder widerlegen Sie: Fiir alle A € Z"*™ gilt

a) Z™/kery A ist torsionsfrei.
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) Z"/img A ist torsionsfrei.
) kerzg A=7Z" Nkerg A.

o

d) imzg A=7"nN imQ A.
Aufgabe 2.
1 1 0
a) Sei E = {|1|,{1],[{0]} und M = (E) C Z? der von E erzeugte Untermodul von Z3.
4 1 2

Berechnen Sie eine Basis von M und zeigen Sie, dass keine Teilmenge von E' eine Basis von M ist.
b) Berechnen Sie eine Basis des Z-Moduls <(;> , (Z)) N <<§) , (_31>> C 72,

Aufgabe 3. Nehmen Sie an, Sie miissen mit einem bestimmten Computeralgebrasystem arbeiten, das
zwar Hermite-Normalformen von Matrizen in Z™*™ berechnen kann, dem aber eine Implementierung des
erweiterten euklidischen Algorithmus fiir Z fehlt. Wie wiirden Sie in diesem System fiir zwei gegebene
Zahlen p, q € Z die Kofaktoren u,v € Z mit ged(p, ¢) = up + vq bestimmen?

Aufgabe 4. (Diese Aufgabe ist schriftlich auszuarbeiten.) Seien A € Z"*™ b € Z™. Wir
interessieren uns fiir die Losungen = € Z™ des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b.

a) Zeigen Sie: wenn die Lésungsmenge nicht leer ist, dann hat sie die Form xg—+kerz A fiir ein zg € Z™.

b) Entwerfen Sie einen Algorithmus, der fiir gegebenes A,b die Losungsmenge berechnet (also ein
Zo € Z™ und eine Basis von kery A).

c) Konstruieren Sie ein A € Z2%2 und ein b € Z2, so dass das System Az = b viele Losungen in Q?,
aber keine Losungen in Z?2 hat.

Aufgabe 5. Die Hermite-Normalform lisst sich auch fiir Matrizen mit Eintrdgen in K[X] erkldren.
In diesem Fall verlangt man, dass auf den Treppenstufen Polynome mit fithrendem Koeffizient 1 stehen,
und dass die Eintrédge oberhalb jeder Treppenstufe einen kleineren Grad haben als der entsprechende
Treppenstufeneintrag. Die Berechnung der HNF in K[X]™*™ verlguft &hnlich wie in Z"*"™. Berechnen
Sie eine HNF der Matrix

X+1 X2+ X+1 2X +1
X242X +1 X342X2+X+1 2X2 € Zs[X]33.
X2+ X X34+ X242X 2X24 X +1
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